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AVANT-PROPOS 



Je me propose d'exposer dans ce petit livre ce que 
V expérience apprend de plus sûr et de plus général 
sur les déformations. Le problème que /essaierai de 
résoudre a V énoncé suivant : Quand on tend un corps^ 
quand on le tord^ quand on le fléchit^ il résulte de 
ces déformations certaines relations entre la variable 
géométrique (allongement ^ torsion,.,.) et la variable 
mécanique (force, couple,.,.). Quelles sont ces rela- 
tions ? Quelle est la forme des courbes qui les repré- 
sentent ? Je ne limiterai pas mes remarques aux 
métaux ; f envisagerai V ensemble des problèmes que 
peut rencontrer le physicien ou V ingénieur , en pre- 
nant ce mot dans son acception la plus générale ; 
certains phénomènes qui n'ont aucun intérêt pour 
celui qui construit les ponts, en présentent un consi- 
dérable pour celui qui étudie des chronomètres ou 
des ampèremètres. 

Je discuterai la signification d'une foule de mots 
(modules^ écrouissage, hystérésis,.,,) que tout le monde 
emploie, et avec des significations les plus singulières 
et les plus contradictoires. Je préciserai dans quelles 
conditions les expériences doivent être effectuées pour 
que les résultats aient un sens. Ce nest pas tout de 
faire des essais mécaniques ; il faut se rendre un 
compte exact du profit que la science et Vindustrie 
peuvent en tirer. Enfin, je donnerai une idée de Vétat 
des théories, de leur insuffisance et du peu d^aide 
qu'elles sont capables de nous off'rir pour le moment. 

Dans ces derniers temps, on s est beaucoup occupé 
de Vétude micro graphique des métaux. Il n'est pas 
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FIG. I 



de rexpérience ; généralement une courbe ne peut être réelle- 
ment parcourue que dans une direction unique. 
3. — Déformations parfaitement élastiques. — On dit que 

la déformation est parfaitement élastique, quand la même courbe 

peut être parcourue arbitrai- 
rement dans les deux sens. 
Soit ^^. I, une déformation 
représentée par la courbe 
OAB quand la variable géo- 
métrique varie de O à p. Par- 
venu à un point B, nous fai- 
sons rétrograder le variable 
géométrique; si nous décri- 
vons au retour la même 
courbe qu'à Taller, la défor- 
mation sera dite parfaitement élastique. 
Ces déformations jouissent de propriétés importantes. 
i*Le parcours aller et retour d'un arc de courbe correspondant 
à une déformation parfaitement élastique n'entraîne aucune 
absorption d'énergie : cela résulte évidemment de la définition 
elle-même. Nous ne tenons pas compte des petites variations 
thermiques produites parla déformation, qui compliqueraient ici 
fort inutilement un problème déjà suffisamment difficile. On 
supposera par exemple que les déformations sont assez lentes 
pour que la température puisse être maintenue invariable. 

a* Ce que nous avons dit du point B est vrai d'un point quel- 
conque A. En d'autres termes si un arc de courbe correspond, 
dans des conditions déterminées, à une déformation parfaitement 
élastique, une portion de cet arc y correspond aussi. 

3** Si un arc de courbe correspond à une déformation parfaite- 
ment élastique pour une certaine loi de déplacement du point 
figuratif par rapport au temps, elle y correspond encore pour 
une autre loi, à la condition que la vitesse ne devienne pas trop 
considérable: dans ce cas, on pourrait retomber sur les diffi- 
cultés signalées au i". Pour les déformations parfaitement élasti- 
ques, la forme de la courbe est donc indépendante de la loi de 
parcours. 
Ces deux propriétés (2' et 3°} sont données par l'expérience. 
3. — Exemples de déformations parfaitement élastiques. 
— Le type d'une déformation parfaitement élastique est fournie 
par la torsion d'un fil de quartz. Quand on tord un fil de quartz 
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fondu d*Lin angle a, on obtient comme courbe de déformation 
dans le plan torsion-couple (a, C) une droite à peu près rigou- 
reuse; de plus le phénomène correspond strictement h la défini- 
tion précédente. 

Envisagé d'un point de vue général, le problème comporte de 
nombreuses solutions. Je vais prendre comme exemple la défor- 
mation d'une suspension bifilaire, à cause de son intérêt prati- 
que, parce quelle donne une courbe de déformation non recti- 
ligne, enfin par ce que je tiens dès le début de cette étude à 
mettre le lecteur dans un certain état d'esprit. Je ne veux pas 
me limiter aux déformations métalliques, les seules qu'on envi- 
sage ordinairement: nos définitions doivent s'appliquer à des 
systèmes quelconques, et quand bien même les déforma- 
tions correspondraient non pas à des changements de forme 
des corps solides qui les composent, mais à des changements 
de position de ces corps les uns par rapport aux autres. A 
cette condition seulement je pourrai me servir de modèles 
mécaniques, dont l'utilité est incontestable pour préciser les 
idées. 

Une suspension bifilaire, réduite à ses parties essentielles, se 
compose de deux fils fins, rigides, égaux et parallèles, attachés 
en deux points A invariables que je supposerai sur le même plan 
horizontal. Ils supportent un poids P auquel on applique un 
couple horizontal. On demande l'angle de rotation de la partie 
inférieure du système autour d'un axe vertical OOi passant par 
le milieu de la droite AA. [fig- 2). 

Soient l la longueur des fils, 2a leur distance AA, a l'angle de 
torsion, 6 l'angle que fait l'un des fils avec sa position verticale 
initiale. 

Le travail © que l'on eff'ectue contre la pesanteur quand on 
pa.sse de la position initiale à la position actuelle, définie par 
l'angle 6, est égal au produit du poids P par la hauteur OiO* dont 
il a été soulevé : P/ (1 — cos 6). Quand augmente de dO, le tra- 
vail augmente de: d© =: PI sin 0. d6. 

Soit M le moment du couple horizontal appliqué au corps P. 
11 s'agit d'écrire que ce couple fait équilibre à l'action de la 
pesanteur. D'après le principe du travail, il faut que la somme 
du travail de ce couple et du travail de la pesanteur, soit nulle 
pour un petit déplacement dô à partir de la position actuelle. 
L'équation d'équilibre est donc: Mda = P/ sin 6. dô. 

Comparons l'expression de DC dans les triangles 0*DC et 
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ADC; on trouve aisément la relation: 2tt sin — =1 sinO.Elim 

nant entre les s équations précédentes, il vient comm 
solution du problème: 



' vA" 



A A 



4a« 



B 



oJ^B 



Comme 4a* : P est généralement petit, le moment M du cou- 
ple nécessaire pour tordre d'un angle « est très approximative- 
ment représenté en fonction de « par un fragment de sinusoïde. 
11 est d'ailleurs évident que la déformation est parfaitement 
élastique. 

On peut donner comme autres exemples d'une déformation 
approximativement parfaitement élastique l'allongement d'un 
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ressort à boudin pour des charges faibles, la torsion d'un fil 
métallique, etc. Mais, des expériences précises montrent que le 
phénomène est notablement plus compliqué. 

4. '— Déformations parfaitement élastiques mais à élasti- 
cité retardée. — Réactivité. — Pour faire comprendre les 
caractères fondamenteaux de ces phénomènes, nous les défini- 
rons avec un modèle mécanique représenté fig. 3. 

C'est un cylindre divisé en deux chambres A et B; la chambre 
A est vide, la chambre B est remplie d'un liquide de grande 




FIG, 3 

viscosité. Deux pistons s'y meuvent sans frottement contre les 
parois; entre le cylindre et le piston P' il y a un certain jeu, qui 
permet au liquide de la chambre B de passer de l'avant à l'arrière 
du piston P' ou inversement. Les pistons sont reliés entre eux 
par un ressort R, le piston P' est relié au bâti par un ressort R'. 

Supposons que le système soit depuis longtemps abandonné à 
lui même sous des actions extérieures nulles; les ressorts sont 
complètement détendus: la longueur 00* de la tige du piston 
hors du corps de pompe est Lo. 

Exerçons une force F. Instantanément l'extrémité O se 
déplace, le ressort R se bande pour faire équilibre à la force F ; 
la longueur 00' diminue et devient égale à L. Le ressort R' tend 
lui-même à se bander, sous l'action de la force F transmise par 
le ressort R. Mais ses mouvements sont gênés par le liquide vis- 
queux qui remplit la chambre B et qui doit s'écouler dans le 
petit espace laissé entre le piston P' et la paroi. Ce n'est qu'au 
bout d'un temps plus ou moins long que l'équilibre définitif est 
atteint, les ressorts R et R' sont alors également tendus, s'équi- 
librent et équilibrent la force F. Sa longueur 00' a pris une 
valeur limite Li. 
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Supprimons la force F. Le ressort R se débande immédiate- 
ment, OC augmente brusquement. Mais l'équilibre définitif 
n'est pas atteint ; le ressort R' se débande peu à peu et le systè- 
me reprend lentement sa longueur primitive. En définitive il 
revient exactement à cette longueur ; l'élasticité est parfaite 
mais retardée. 

La caractéristique des phénomènes que nous étudions et aux- 
quels on donne le nom de réactivité, est donc Texistence d'une 
forme déterminée pour chaque valeur de la variable mécanique ; 
mais cette forme n'est pas atteinte instantanément, elle se pré- 
sente comme limite. 

La représentation précédente est généralement trop simpliste. 
On doit seulement la considérer comme un schème. D'une ma- 
nière générale, les phénomènes de réactivité font intervenir des 
causes intérieures et médiates; ils ne peuvent s'expliquer 
par les causes actuelles extérieures, ils dépendent de toutes les 
forces antérieures appliquées au corps. Ils sont compatibles avec 
une élasticité parfaite, en ce sens que les déformations ne sont 
pas permanentes : on dit souvent que les déformations sont 
subpermanentes. 

Il est important de remarquer qu'il n'existe aucune parenté, 
ni dans l'allure ni dans les causes, entre les phénomènes de réac- 
tivité et les phénomènes de déformations permanentes que nous 
passerons en revue plus lom, — que ces déformations perma- 
nentes dépendent d'un, frottement solide ou d'un frottement li- 
quide (viscosité). Mais ils peuvent se superposer à ceux-ci, de 
sorte que dans la pratique il est difficile de faire le départ entre 
les deux groupes : ce qu'on entend souvent par réactivité 
participe à la fois de la réactivité proprement dite et des défor- 
mations permanentes. 

^. — Exemples de phénomènes de réactivité. — On aurait 
grand tort de s'imaginer que les phénomènes de réactivité soient 
difficiles à montrer et sans importance pratique. Voici deux 
exemples empruntés à la pratique courante. 

Tout le monde a entendu parler des déplacements de zéro des 
galvanomètres. Employons, par exemple, un galvanomètre à 
cadre mobile : les fils qui servent d'axe et qui amènent et em- 
mènent le courant seront supposés en argent fortement allongé 
à la filière et non recuit. Abandonnons l'appareil à lui-même 
pendant longtemps (quelques jours au moins), le cadre prend 
une certaine position d'équilibre. Faisons alors passer pendant 
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le temps T un courant assez fort pour dévier le cadre d'un an- 
gle ai, voisin de 900 par exemple. Quand nous supprimons le 
courant, nous constatons que le cadre ne revient pas immédia- 
tement à sa position première d'équilibre. Nous constatons aussi 
l'existence d'un mouvement spontané, d'abord assez rapide, puis 
de plus en plus lent, qui ramène peu à peu le cadre vers cette 
position. Si la déviation n'a pas été trop grande, il y revient 
pratiquement au bout d'un temps qui se chiffre par heures et 
même par jours, et qui dépend du temps T pendant lequel la 
déviation ai a été imposée. 

Le phénomène est encore en un sens parfaitement élastique ; 
pourtant la courbe torsion-couple n'est plus rectiligne, le cycle 
embrasse une certaine aire, la courbe de torsion AB n'a pas la 
même forme et ne se superpose pas à la courbe de détorsion CD. 
Les opérations peuvent se repré- 
senter par une figure analogue à la ^^ 
fig. 4 ; BC est la torsion subie à c» 
couple constant Co pendant le 
temps T que dure le courant ; DA 
est la détorsion à couple nul quand 
le courant a cessé de passer. La 
distance Aa entre la position du 
cadre pour un certain temps et la -, ^ . 

* ^ f g ^ Torsions a 

position d'équilibre initiale, est ce Â^^ 

qu'on appelle le déplacement du 

zéro. ^^°' 4 

Bien entendu la figure exagère considérablement les phéno- 
mènes : ils n'en restent pas moins assez intenses pour rendre 
impossible dans les expériences de haute précision l'emploi des 
balances de torsion à fil métallique. Le galvanomètre à cadre 
mobile rentre dans cette catégorie d'instruments ; on sait qu'il 
est presque uniquement employé comme appareil de zéro dans 
les expériences très soignées ; en tous cas, on est obligé de dé- 
terminer son zéro avant chaque mesure et d'éviter les trop 
grandes déviations. 

L'expérience montrant que la réactivité diminue considérable- 
ment quand on recuit le fil, on prenait cette précaution dans les 
anciennes balances de torsion à fil métallique, précaution bien 
singulière au premier abord, puisqu'on risque d'obtenir des défor- 
mations permanentes quand les déviations sont grandes. Aujour- 
d'hui on utilise des fils de quartz où la réactivité est négligeable. 
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Tous les appareils où Ton déforme des métaux présentent des 
phénomènes analogues. Je reviendrai plus loin (n*a3) sur les 
ressorts à boudin où la réactivité est d'une constatation particu- 
lièrement aisée. Je citerai seulement les manomètres et ba- 
romètres métalliques. Dans certains baromètres anéroïdes, la 
réactivité est énorme. Il suffit de les mettre sous une cloche 
dans laquelle on peut faire un vide partiel, pour constater qu'ils 
n'arrivent pas instantanément à leur indication définitive. De 
même ramenés dans Tatmosphère, ils mettent un certain temps 
à retourner à leur indication initiale. Si on ne fait généralement 
pas attention à ces phénomènes, c'est que les variations de pres- 
sions atmosphériques étant lentes, Tindex a le temps nécessaire 
pour arriver à une position limite ou quasi telle, fonction à peu 
près parfaitement déterminée de la pression. Bien entendu, la 
grandeur de la rëactivité dépend du métal et de son état de 
recuit. 

6. — Déformations permanentes non visqueuses. Ecrouis- 
sage. Principe de Coulomb. — L'hypothèse que les déforma- 
tions permanentes dépendent à'xxn frotte ment solide^ est une des 
premières en date ; elle a été énoncée par Coulomb, à la fin du 

xviu' siècle. Voici quel modèle représente le 
phénomène au moins sous forme schématique. 
Considérons deux tubes, un long T, et l'autre 
court T' {fig. 5), rentrant l'un dans l'autre à 
frottement. Fixons l'extrémité supérieure du 
tube longT, de manière que le système p'înde 
verticalement ; attachons un poids P au second 
par l'intermédiaire des bras B. Si le poids est 
inférieur à une certaine limite Po, il n'y a pas 
déplacement relatif des tubes ; sitôt que le 
poids dépasse cette limite, le tube T' glisse 
sur le tube T. La force qui entraîne le système 
mobile est constante, indépendante de la vi- 
tesse et égale à P — Po. 

11 y a une déformation permanente, et son 
caractère fondamental est de ne pouvoir se 
produire que pour une force supérieure à une 
certaine force qui mesure le frottement solide. 
EcRouissAGE - Sous cette forme vraiment trop schématique, 
l'hypothèse n'aurait pas grande utilité. Elle se complète immé- 
diatement parla définition deVccrouissûge. A mesure que, sons 
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r influence de la charge P, la déformation permanente se produit^ 
le métal se modifie^ s'écrouit, de telle sorte que la limite Po devient 
égale à P, {à la condition que P reste lui-même inférieur à une 
deuxième limite Pi). A partir de ce moment le corps cesse de se 
déformer. 

L'ensemble de ces deux hypothèses constitue ce que nous 
appellerons le principe de Coulomb. Bien entendu une fois le 
corps déformé par une certaine force, une force inférieure de 
même direction est incapable de lui donner une nouvelle défor- 
mation permanente. 

L'écrouissage a ime certaine limite Pi ; cela veut dire que si 
la charge Pest supérieure à Pi, il ne peut pas y avoir équilibre, 
quelle que soit la déformation. 

Reprenons le modèle (fig. 5) : la seconde partie du principe 
de Coulomb revient à dire que le frottement entre T et T' varie 
du seul fait qu'il y a déplacement relatif. Cette proposition est 
d'ailleurs exacte pour le modèle ; mais, dans le cas des déforma- 
tions permanentes réelles de la plupart des métaux, le frotte- 
ment croît quand la déformation augmente; ici, au contraire, 
les surfaces en regard se polissent, il tend à décroître. 

On remarquera que le mot écrouissagc a un sens très vague : 
il est équivalent de dire qu'un métal s'écrouit ou que sa matière 
se modifie. Un corps écroui signifiera donc un corps dont la 
matière a été plus ou moisis modifiée par des déformations per- 
manentes. 

7. — Exemple de déformations permanentes non vis- 
queuses. — Il est très difficile de trouver un exemple absolu- 
ment pur de déformations permanentes non visqueuses : il est 
au contraire très facile de montrer en gros le phénomène, les 
métaux tels que le platine, le cuivre, l'argent, rentrant approxi- 
mativement dans ce type. 

Prenons un fil de cuivre rosette recuit, tel que le livre le 
commerce, de o"""6 de diamètre par exemple ; chargeons-le de 
3 ou 4 kilogrammes, en empêchant le poids de prendre de la 
vitesse. Le fil s'allonge ; l'allongement cesse quand la longueur 
atteint une certaine valeur Li. Soit L© la longueur initiale, Ai l'al- 
longement défini par le quotient Li : Lo. Si on admet comme 
exacte la théorie précédente, la charge Pi est alors égale au 
frottement solide qui est une fonction I (Ai) de rallongement. 
A la vérité, l'allongement ne cesse pas brusquement, car, ainsi 
que nous l'avons déjà dit, le phénomène est plus compliqué. 
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Naturellement, pour toute charge Pi < Pi, rallongement doit 
être nul a fortiori ; il est effectivement nul, si P2 est suffisam- 
ment inférieur à Pi. Nous aurons l'occasion de revenir plus en 
détail sur ces phénomènes. 

Supposons maintenant qu'on laisse le poids Pi prendre de la 
vitesse. L'accélération est égale, à chaque instant et pour chaque 
longueur Li, à la différence entre le poids Pi et la force f (A) ré- 
sultant du frottement solide. Ce frottement est comme première 
et déjà grande approximation indépendant de la vitesse ; en 
d'autres termes, on retrouve par la méthode dynamique à peu 
près la fonction qui a été définie par l'expérience statique pré- 
cédente. 

Toutefois, comme nous le verrons, ces propositions ne sont 
plus absolument exactes quand la vitesse de déformation devient 
grande ; le frottement ne peut plus être considéré comme indé- 
pendant de la manière dont s'est effectuée la déformation. 

8. — Déformation permanente visqueuse. — Ecrouissasre. 
— Le caractère fondamental de ce deuxième groupe de défor- 
mations permanentes consiste en ce 
que la force qui s'oppose à la défor- 
mation est une fonction de la vitesse ; 
elle est nulle quand la vitesse est 
nulle, au moins comme cas pur et li- 
mite. On peut donc comparer les phé- 
nomènes à ceux qui sont produits par 
les frottements dans les liquides plus 
ou moins visqueux. Voici un modèle 
mécanique qui fixera les idées. 

Plaçons un vase cylindrique V 
Cfig. 6) sur un support tournant. Im- 
mergeons dans le vase V, rempli d'un 
liquide, un cylindre C suspendu à un 
fil AB. La torsion de ce fil mesure à 
chaque instant le couple qui est exer- 
cé sur le cylindre : on le prend de 
diamètre assez grand, de manière que 
les torsions soient toujours petites et que la vitesse du cylindre 
soit négligeable. 

Ceci posé, faisons tourner le vase V avec des vitesses v uni- 
formes ; à chaque vitesse correspond un couple d'entraînement 
complètement déterminé et qui ne dépend que de cette vitessç 




wm^m^^^m^ 



FIG. 6 



CHAPITRE PREMIER 1 5 

et des conditions de rexpérierice (nature des liquides, dimen- 
sions des vases, etc.). En particulier, il ne dépend pas des vitesses 
antérieures. Réciproquement à chaque couple correspond une* 
vitesse. Si nous arrêtons brusquement le vase V, le cylindre C 
revient peu à peu à sa position antérieure. Ici la déformation 
permanente est mesurée par le déplacement angulaire relatif des 
deux vases. 

Si petit que soit le couple d'entraînement (produit au moyen 
d'un poids et d'un fil passant sur la poulie tc ; on suppose les 
frottements solides négligeables pour la simplicité du raisonne- 
ment), la déformation permanente est sans limite ; toutefois, sa 
vitesse diminue quand le poids p diminue. L'équilibre ne peut 
exister que si le couple est nul. 

ËcROuissAGB. — Conformément au sens général de modifi- 
cation par déformation permanente que j'ai attribué au mot 
écrouissage, je dirai qu'il y a écrouissage dans le cas d'une 
déformation permanente visqueuse, quand le frottement liquide 
(que nous appellerons viscosité) varie du fait même de la 
déformation. Imaginons par exemple que dans l'expérience 
précédente {fig» 6) le liquide devienne plus ou moins visqueux 
du fait qu'il y a eu déplacement relatif des vases V et C. Il serait 
facile de trouver un liquide qui s'épaississe, par exemple, quand 
on le frotte contre lui-même. 

Naturellement cet écrouissage n'a aucun rapport avec l'écrouis- 
sage défini au no 6 ; c'est bien encore tme modification, mais 
portant sur une propriété difi'érente. 

9. — Exemple de déformations permanentes visqueuses. 
Viscosité des métaux. — L'exemple le plus simple que l'on 
puisse donner est l'allongement d'un fil de plomb, d'étain ou 
mieux d'alliage eutectique de plomb et d'étain(Pb37o/**,Sn 63 o/") 
sous l'action d'une charge constante, même petite par unité de 
section initiale. Le fil s'allonge indéfiniment ; je n'insiste pas 
pour le moment, je reviendrai plus longuement sur ces phéno- 
mènes. 

Voici une expérience plus complexe mais qui présente la plus 
grande analogie avec le modèle mécanique du n° 8. 

Tordons un fil de cuivre recuit, indéfiniment dans le même 
sens. Pour comprendre le résultat, il faut savoir qu'un fil ayant 
environ o"""5 de diamètre et i mètre de longueur, chargé d'une 
centaine de grammes par exemple, peut être tordu de plusieurs 
centaines de tours sans se rompre. Tout d'abord on constate un 
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frottement solide et Técrouissage de ce frottement, nous revien- 
drons là^dessus plus loin. Mais si la torsion est suffisante, le 
second phénomène, la viscosité, noyé d'abord dans le premier, 
prend une importance capitale et donne lieu aux résultats 
suivants. Si la torsion se fait avec une vitesse constante, on 
atteint un couple constant, après une torsion variable suivant 
Tétat initial du fil (suivant qu'il est plus ou moins recuit ou étiré), 
mais qui ne dépasse pas quelques dizaines de tours. Ce couple 
limite peut s'expliquer simplement par l'existence d'un frotte- 
ment solide ; mais l'expérience montre qu'il est fonction de la 
vitesse: ce qui est caractéristique d'un frottement liquide. Si 
la torsion se fait avec une vitesse v toujours de même sens, mais 
variable en grandeur suivant une loi périodique quelconque, 
le couple est lui-même une fonction de la vitesse qui tend à 
devenir périodique : la courbe C, v tend à se fermer. 

On trouve donc ici la superposition des deux groupes de 
phénomènes ; toutefois on est obligé de généraliser un peu la 
définition du frottement liquide. Strictement pour peu qu'un tel 
frottement existe, une force, si petite qu'elle soit, mais indéfi- 
niment appliquée, doit produire une déformation permanente 
indéfinie. On peut admettre que la viscosité peut devenir si 
grande que pratiquement la déformation soit nulle, ce qui 
permet de superposer les deux groupes de frottements. De plus, 
rien ne dit que le frottement soit proportionnel à la vitesse 
comme dans les liquides. Les modèles mécaniques ne repré- 
sentent pas quantitativement les phénomènes; ils ne sont des- 
tinés qu'à en faire comprendre la nature, ce qui est tout dif- 
férent. 

10. — Hystérésis. — J'ai expliqué au n^ i comment toute 
opération peut se représenter par une courbe dans un plan : par 
convention je porte en abscisses la variable géométrique et en 
ordonnées la variable mécanique. Une courbe de déformation 
est parcourue dans un sens ; rien ne dit généralement qu'il soit 
possible de la parcourir en sens inverse : — si le cas se présente, 
nous avons affaire par définition à des déformations parfai- 
tement élastiques sans réactivité. 

Parvenus en un point d'une courbe, changeons le sens de la 
variable géométrique; nous obtiendrons une courbe de retour, 
qui généralement ne se superposera pas à la courbe d'aller. 
Nous disons alors qu'il y a hystérésis, mot fort mal choisi et 
dont il ne faut pas considérer le sens étymologique. 
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Ainsi il y a hystérésis pour des raisons fort diverses. 

Un corps parfaitement élastique, mais à élasticité retardée 
(réactivité, n° 4) présente de Thystérésis; un corps qui subit des 
déformations permanentes à frottement solide ou visqueux, pré- 
sente aussi de l'hystérésis. On peut dire que Thystérésis est une 
propriété caractéristique de la forme solide et la preuve de son 
absence dans un phénomène serait aujourd'hui du plus haut 
intérêt ; il ne faut donc pas considérer comme une découverte 
de quelque valeur la preuve de l'hystérésis dans un cas parti- 
culier. 

D'autre part l'hystérésis se présenta dans des conditions si 
diverses, qu'on ne peut se contenter de ce caractère pour établir 
des analogies entre les phénomènes. Les courbes de torsion des 
métaux (n<> 82J présentent une hystérésis qu'on doit principa- 
lement attribuer à des déformations permanentes. Les courbes 
de traction du caoutchouc (n® ai) ont au contraire de l'hystérésis 
dans des conditions où les déformations permanentes sont à peu 
près rigoureusement nulles, en tous cas toujours petites. 

Absorptions ou dégagements d'énergie conséquences de l'hys- 
térésis. 

Quand on prend pour abscisses les déplacements linéaires ou 
angulaires, pour ordonnées les forces ou les couples, comptés 
positivement quand on les exerce sur le corps déformé dans le 
sens de la variable géo- 
métrique, l'énergie ab- ^" micanicjue 

sorbée par le corps dans 
un parcours ABC est 
représentée par Taire 
aABC^a. L'énergie est 
absorbée par le corps 
par ce que Taire est à 
droite de l'observateur 
qui décrit la courbe a e / 

ABC dans le sens des fig. 7 

opérations réelles. L'énergie restituée par le corps dans le 
parcours CDE, a pour mesure Taire yCDHey qui est à gajiche 
de Tobservateur. L'énergie absorbée dans le parcours ABCDE a 
pour mesure Taire aABCDEea : elle est li droite de Tobserva- 
teur qui décrit le parcours dans le sens des opérations réelles. 

Généralement la courbe décrite de gauche à droite est au- 
dessus de la courbe décrite de droite à gauche qui lui fait suite ; 
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la somme des énergies mises en jeu dans tout parcours BCE 
limité à la même ordonnée BE, correspond à une absorption. 
Il peut cependant arriver que les courbes présentent la dispo- 
sition inverse, au moins accidentellement, la somme des éner* 
gies mises en jeu dans le parcours limité par une ordonnée, 
correspond à une restitution par le corps déformé. 

D'après leur définition, les phénomènes d'élasticité parfaite et 
non retardée sont les seuls à ne pas présenter d'hystérésis. Par 
conséquent l'absorption ou le dégagement total d'énergie, cor- 
respondant à un parcours limité aux deux extrémités par une 
même ordonnée, est nul, bien entendu si l'on s'arrange de 
manière que les déformations soient isothermes. 

II.— Résumé. Classement des différents types de défor- 
mation. — En résumé nous rencontrerons 4 types fondamen- 
taux de déformations dont voici le tableau : 

A. — Déformations essentiellement temporaires. 

a, — Déformations parfaitement élastiques. 

b, — Déformations parfaitement élastiques mais à 
élasticité retardée. Nous les appellerons encore 
déformations à réactivité, ou ^ubpermanentes. 

B. — Déformations permanentes. 

a. — Déformations à frottement solide. 

b. — Déformations visqueuses. 

Les déformations permanentes impliquent généralement une 
transformation plus ou moins profonde de la matière que nous 
SippelleTonsTécrouissage, Toutes les propriétés sont modifiées, et 
naturellement aussi celles qui se rattachent aux déformations 
elles-mêmes: le frottement solide ou la viscosité, suivant les cas, 
sont généralement accrus. 

Il y a hystérésis quand les courbes d'aller et de retour ne se 
superposent pas. 

Nous allons maintenant classer les déformations d'un point 
de vue très différent : les considérations qui suivent sont indis- 
pensables pour l'interprétation correcte des résultats. 

la. — Déformations homo^^ènes. — On dit qu'une déforma- 
tion est homogène lorsque tous les points du corps subissent 
exactement la même déformation. On ne connaît qu'un très 
petit nombre de déformations homogènes 

Un corps soumis sur toute sa surface à une compression uni- 
forme, placé par exemple dans un liquide que l'on comprime, 
subit une déformation homogène. Il en serait de même pour une 
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traction uniforme sur toute la surface : mais il est très difficile 
d'en exercer qui ne soient pas très petites. Au contraire il n'y a 
pas de limites pour les pressions : on a dépassé 20 tonnes 
par cm*. 

Un corps cylindrique, dont la section droite est soumise à une 
traction uniforme dans la direction des génératrices, subit une 
déformation homogène : c'est le cas type des déformations 
dressais industriels. 

En associant les deux phénomènes précédents, on obtient 
encore des déformations homogènes : par exemple un cylindre 
dont la section droite est uniformément tendue parallèlement 
aux génératrices et qui est placé dans un liquide que Ton com- 
prime. 

13. — Déformations hétérojfènes. — Si les déformations ne 
sont plus identiques aux différents points du corps, la déforma- 
tion n'est plus homogène. L'hétérogénéité peut être de com- 
plexité plus ou moins grande. 

Hétérogbnéitb SIMPLE, —a. Tube 
tendu et inégalement comprimé 
à Viittérieur et Vextérieur, — 
Soit (fig, 8) un tube cylindrique 
circulaire, uniformément tendu 
parallèlement aux génératrices 
(la tension peut être nulle) et 
supportant à l'intérieur et à 
l'extérieur des pressions unifor- 
mes pi et PS. Il est évident que 
les divers tubes infiniment min- 
ces, concentriques, en lesquels ^ 
on peut diviser le tube ne sont 

pas dans le même état de déformation. Il n'y a pas homogénéité 
dans le sens du rayon. Mais le phénomène reste de révolution 
autour de Taxe du tube ; les déformations sont identiques en 
tous les points d'un des tubes infiniment minces élémentaires. 

b. Torsion, — Considérons comme second exemple un cylin- 
dre circulaire (fil) tordu (fig. 9) : je vais montrer que, si les 
divers éléments d'un des tubes élémentaires, infiniment minces, 
concentriques, dont l'ensemble forme le fil, sont déformés d'une 
manière identique, deux tubes élémentaires de rayons différents 
ne subissent pas les mêmes déformations. L'expérience prouve 
d'abord que pendant la torsion les sections droites restent des 
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sections droites. De plus si on creuse dans le cylindre un petit 
trou dirigé n'importe comment dans une section droite et que 
Ton regarde à travers une vive lumière, on continue de la voir 
si grandes que soient les déformations même peimanentes. 

Considérons maintenant a sections droites 
S et Si placées Tune de l'autre à une dis- 
tance z : pendant la torsion, non accompa- 
gnée de traction, elles restent à cette même 
distance. Soit a l'angle dont Tune tourne 
par rapport à l'autre du fait de la torsion ; 
adz : z est l'angle dont tournent Tune par 
rapport à l'autre deux sections distantes 
de dz. 

En définitive l'expérience nous apprend 
que pendant la torsion les couches minces 
limitées par deux sections droites voisines 
conservent leur individualité. Le phénomène consiste en une 
rotation relative de ces couches, avec une déformation qu'on 
peut définir géométriquement en disant qu'un élément de 
droite parallèle aux génératrices du cylindre non déformé 
devient un élément d'hélice. Par exemple la droite AB devient 
i*hélice AB*. Quant aux tubes élémentaires, ils ne tendent pas à 
se déplacer les uns par rapport aux autres dans la déformation. 
Considérons deux points du même tube élémentaire de rayon r. 
Quand le tube n'est pas déformé ils sont situés sur la même gé- 
nératrice à une distance dz. On tord le cylindre de l'angle a. 
Les deux plans distants de dz tournent d'un angle adz : z et la 
distance horizontale des deux points considérés (distance qui est 
nulle quand la déformation est nulle) devient égale à ardz : z. 
La déformation identique en tous les points d'un tube élémen- 
taire, varie d'un tube à l'autre proportionnellement au rayon. 
La déformation est donc hétérogène et d'un même degré de 
complexité que dans le cas précédent. Nous reviendrons sur ce 
phénomène au n' 8a. 
Hétérogénéité multiple. 

Les phénomènes peuvent être encore plus compliqués : voici 
un exemple important. 

Flexion. — Nous fléchissons une barre, ayant la forme d'un 
cylindre droit à base rectangle encastrée à Tune de ses extré- 
mités, au moyen d'une force appliquée à l'autre extrémité. Sans 
qu'il soit nécessaire de connaître la théorie du phénomène, on 
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admettra que les portions du métal qui se trouvent du côté de la 
convexité AB sont tendues, que celles qui se trouvent du côté de 
la concavité A*B' sont comprimées. De plus le rayon de courbure 
n'est pas constant tout le long de la courbe AB ou A'B' : il est 
plus petit en A qu'en B. Il y a donc une hétérogénéité double. 
Non seulement les 
divers éléments d'u- 
ne droite aa' sont 
inégalement délor - 
mes, mais encore les 
éléments correspon- 
dants de deux droites 
aa* et bb' ne sont pas 
traités de la même 
manière. Il n'y a plus homogénéité que par rapport aux direc- 
tions parallèles h AA4. En d'autres termes les sections minces 
obtenues par des plans parallèles au plan ABB'A' sont traitées 
de la même manière. 

On conçoit que Tétude scientifique d'un pareil système de 
déformations soit très compliquée ; l'interprétation des résultats 
est généralement inextricable : il y a deux variables dont les 
variations sont simultanées, il est quasiment impossible de faire 
le départ de leurs rôles respectifs. 

14. — Déformations renversables et non renversables. 

Une déformation est renversable quand, après une première 
déformation, on peut ramener à la forme primitive par une 
seconde déformation, en changeantlesenssoit de la variable géo- 
métrique, soit de la variable mécanique. Dire qu'on ramène à la 
forme primitive ne signifie pas qn'^OJi ramène à V état primitif : 
nous allons même montrer que cette expression ne signifie rien 
du tout, sinon dans le cas des déformations parfaitement élas- 
tiques qui sont aussi parfaitement renversables, 

La troisième partie de la proposition est évidente d'après la 
définition même des déformations parfaitement élastiques : s'il 
y a réactivité, il faut attendre un temps plus ou moins long. 

Posons donc qu'il y a déformation permanente. 

L'expérience montre tout d'abord qu'il est impossible de reve- 
nir à Vétat primitif , alors même qu'on pourrait ramener le corps 
à sa forme primitive. En effet, l'écrouissage, c'est-à-dire la mo- 
dification permanente qu'éprouve un corps déformé, n'est pas 
un phénomène renversable. Deux déformations permanentes de 
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sens contraires ne produisent pas un écrouissage nul : il n'est 
pas possible de désécrouir un corps par quelque système de dé- 
formations que ce soit. Je reparlerai (n* 73) plus en détail de 
cette importante question. 

Il est donc impossible de revenir, à température constante^ à 
Tétat que le corps possédait avant toute déformation perma- 
nente; est-il possible de revenir à la forme initiale ? Dans un 
très petit nombre de cas, il semble qu'il en soit ainsi ; je vais 
montrer que c'est une illusion. Quand la déformation est dou- 
blement hétérogène, l'expérience montre nettement que le 
retour à la forme primitive est rigoureusement impossible. Répé- 
tons l'expérience de flexion du n* 13 en produisant une défor- 
mation permanente considérable; essayons de ramener la lame 
fléchie à la forme primitive à l'aide d'une force de sens con- 
traire : l'expérience, même assez grossièrement exécutée, nous 
apprend que la barre ne redevient pas rectiligne. En effet, dans 
la première déformation, les parties voisines de l'encastrement 
sont plus déformées et par conséquent plus écrouies ; elles résis- 
tent naturellement mieux à la seconde déformation qui porte 
par conséquent sur des parties plus éloignées de l'encastrement. 
Les deux déformations ne peuvent se faire contre partie, et la 
barre reste toujours plus ou moins gondolée, quelle que soit la 
position définitive de l'extrémité BB'. 

Quand la déformation est simplement hétérogène, on revient 
rigoureusement à la forme primitive, tant que la déformation 
permanente n'est pas excessive : ce retour cache des phénomè- 
nes très complexes, ainsi que je vais le montrer. Raisonnons sur 
la torsion. 

Les tubes élémentaires concentriques infiniment minces qui 
composent le cylindre tordu, sont inégalement déformés (n* 13) 
et par conséquent inégalement modifiés. Dans la détorsion, 
l'inégal écrouissage a pour conséquence une inégale déforma- 
tion de sens inverse. Quand on revient à la forme primitive, ce 
qui veut dire que le rayon OB' revient en OB ou que l'hélice 
AB' reprend la forme rectiligne AB, tous les éléments du cylin- 
dre se trouvent dans leurs positions initiales. 

Mais outre que la matière qui les forme a maintenant des pro- 
priétés qui sont fonction du rayon, ces éléments sont inégale- 
ment déformés. En admettant par exemple qu'on ramène simul- 
tanément, ce qui n'est pas impossible, à la forme primitive et 
au couple nul, ce couple total nul sera la résultante infiniment 
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complexe de couples de sens inverses dus à la déformation ac- 
tuelle des tubes élémentaires minces dont le cylindre est formé. 
Quand la déformation est homogène, rien ne s'oppose théori- 
quement au retour rigoureux à la forme initiale. Généralement 
les difficultés techniques sont considérables : il est quasiment 
impossible^ après avoir allongé un cylindre d*un tant 0/0 un peu 
grand par traction uniforme, de le ramener à sa longueur ini- 
tiale par compression uniforme, tout en lui maintenant la forme 
cylindrique. Bien entendu, on ne le ramène en aucun cas à Tétat 
initial par des déformations isothermiques. 
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Des courbes de déformation et des moyens de les décrire 



15. — Dans le chapitre précédent, j'ai classé à divers points 
de vue les déformations , en les considérant sous leur forme typi- 
que et par conséquent plus ou moins schématique. 

La complexité du problème des déformations réelles provient 
de ce que les différents types ne se rencontrent pas isolés, mais 
se trouvent confondus et superposés. De plus, les divers grou- 
pes peuvent réagir les uns sur les autres et donner lieu à des 
phénomènes d'une incroyable complexité. 

Je vais faire dans ce chapitre II, pour les courbes de déforma- 
tion, un travail analogue à celui qde renferme le chapitre I pour 
les déformations : ces courbes se ramènent à un certain nombre 
de types généraux, chacun comprenant plusieurs types de défor- 
mations. 

D'autre part, les courbes de déformation correspondent à des 
techniques pratiquement peu nombreuses et dont il est facile de 
donner une idée générale. Je vais donc m'occuper du classe- 
ment des techniques et des types de courbes de déformation 
qu'on obtient par leur moyen. 

Nous acquérons ainsi avec un minimum de peine des notions 
fondamentales qui doivent être (je ne dis pas qui sont) à la base 
des essais industriels. 

Je supposerai toujours dans ce qui suit, que j'ai affaire à des 
pièces de faibles dimensions: selon l'esprit qui préside à la 
rédaction de ce livre, je ne m'occupe pas des essais eux-mêmes, 
mais des notions scientifiques qui doivent diriger ces essais. Il 
est donc fort inutile que je décrive des machines coûteuses et 
compliquées quand des appareils infiniment plus précis et plus 
faciles à réaliser donnent de la question une vue singulièrement 
nette et utile. D'ailleurs les méthodes que je décris, sont celles 
que j'ai utilisées dans mes propres expériences. 
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COURBES DE TRACTION 

' 16. — Charges variant proportionnellement au temps. — Il 

est facile d'imposer une charge Pqui varie proportionnellement 
au temps. P = at, quand on se limite à des charges de quelques 
kilogrammes, et parsuite, quand on déforme des pièces de peti- 
tes dimensions. Commeil n'ya paslieudesupposerquelesphéno- 
mènes sont spécifiquement diflFérents suivant que lés corps défor- 
més sont grands ou petits, nous chercherons la forme des cour- 
bes de déformation avec des pièces petites ; on sera toujours à 
temps de vérifier si elles conviennent aux pièces plus considé- 
rables. 

Quand la charge doit varier dans un sens unique et croître 
indéfiniment, on peut utiliser la disposition représentée {fg^ 1 1 J. 
On suspend au corps à déformer 
un seau léger, équilibré ou non par 
des contrepoids, dans lequel on 
verse de Teau au moyen d'un aju- 
tage à débit constant. Pour obtenir 
un débit constant, on prend un 
vase C (par exemple une caisse en 
fer blanc d'une vingtaine de litres 
de capacité) ; on fait en sorte 
qu'un des bords supérieurs soit bien 
horizontal et dans un plan plus bas 
que les autres bords ; if sert de 
seuil S à l'écoulement du trop plein 
de l'eau qui vient du robinet R. 
Une lame de métal S inclinée et soudée d'une part au bord 
horizontal et de Tautre à la paroi verticale^ facilite l'écoulement 
de l'eau qui la couvre par capillarité d'une couche mince et 
continue. Elle tombe dans l'évier E et se perd par le tube de 
vidange V. 

L'eau arrive en excès du robinet R; pour éviter les vagues à la 
surface, elle est amenée par un tuyau en caoutchouc à une cer- 
taine profondeur en dessous du niveau du seuil S. Enfin une 
partie s'écoule par le tube métallique recourbé T auquel on 
adapte des ajutages divers A au moyen d'un court tube de caout- 
chouc. La hauteur de l'eau au-dessus de l'extrémité de l'ajutage 
reste constante, le débit est lui-même constant. Une disposition 
non représentée permet, par une petite inclinaison de Taju- 
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tage, d'envoyer l'eau soit dans le seau de charge soit dans un 
tube de vidange. On peut ainsi à volonté charger proportionnel- 
lement au temps, ou maintenir la charge constante, en suppri- 
mant l'envoi de Teau dans le seau de charge. On modifie le débit 
en changeant l'ajutage. 

Par le procédé que je viens de décrire, on impose facilement 
une charge de la forme P = at ; mais on ne peut guère déchar- 
ger suivant une loi simple en fonction du temps qu'en enlevant 
brusquement le seau. Supposons en effet qu'il porte un robinet 
qu'on puisse ouvrir sans produire de chocs ; par l'écoulement de 
Teau la charge décroîtra d'une manière continue, mais suivant 
une loi à vitesse décroissante qui dépend d'une foule de condi- 
tions expérimentales assez mal déterminées. Quand on veut fai- 
re varier la charge suivant la même loi, P = Poiat, il est 
préférable de procéder autrement. 

La méthode la plus simple consiste à employer une chaîne 
qui se déroule d'une manière continue et qui vient se loger dans 
un vase suspendu au corps à déformer. L'enroulement et le dé- 
roulement est produit par la simple friction de la chaîne sur un 
cylindre à surface un peu rugueuse qui est entraîné par un mo- 
teur d'un mouvement uniforme. Des embrayages permettent 
d'arrêter ou de mette en marche le cylindre dans un sens ou dans 
l'autre ; des changements de vitesse font varier la constante a. 
Le commerce fournit des chaînes de laiton très régulières et d'un 
emploi particulièrement commode. C'est avec cette technique 
qu'ont été étudiées les courbes de déformation du caoutchouc 
et des métaux analogues au plomb dont il sera parlé plus loin. 

La détermination de la courbe de déformation implique 
la mesure de la longueur qui correspond à une charge donnée. 
Généralement une règle de bois léger est suspendue entre le 
fil à déformer et le seau de charge. On vise cette règle avec une 
lunette, on lit aisément le dixième de millimètre ; l'approxima- 
tion est très suffisante pour les déformations de fils dont la lon- 
gueur est de l'ordre du mètre, et qui peuvent, suivant les cas, 
s'allonger de plusieurs centimètres ou même de plusieurs dizaines 
de centimètres ; sans parler des corps analogues au caoutchouc 
ou à Teutectique de Pb et de Sn qui peuvent s'allonger de plu- 
sieurs fois leur longueur initiale. 

Quand les déformations sont petites, on emploie des procédés 
plus précis qui seront décrits à propos de la mesure des mo- 
dules. 
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Si les déformations sont très rapides, il est commode d'enre- 
gistrer sur un cbronographe à plumes les temps de passage des 
traits de l'échelle {centimètres par exemple) sur le réticule de la 
lunette. On peut employer un chronogra plie genre Mor-se â régu- 
lateur et à deux plumes : l'une enregistre la seconde donnée par 
une horloge ou un appareil spécial, l'autre enregistre les passages 
par le moyen de la rupture ou de la fermeture d'un courant à 
l'aide d'un manipulateur (genre Morse mais très léger) que l'ob- 
servateur manœuvre d'un doigt. 

Comme on voit, les appareils précédents sont de la plus grande 
simplicité : ils peuvent acquérir dans des mains exercées une 
incomparable précision ; mais l'ensemble de tous ces appareils, 
si simples qu'ils soient, constitue une installation longue et com- 
pliquée dont on ne se rend bien compte qu'en essayant de la 
faire. 

17, — Enregistrement. — On peut enregistrer les allonge- 
ments par un procédé très commode. Il faut d'abord imposer à 
un cylindre enregistreur une vitesse uniforme. On peut évidem- 
ment trouver dans le commerce des cylindres mus par des mouve- 
ments d'horlogerie ; mais 
outre qu'ils sont coûteux, 
ils ont le grave défaut de 
ne pas tourner générale- 
ment avec la vitesse qui 
convient le mieux à l'ex- 
périence particulière que 
l'on réalise, 

II est préférable, pour 
faire tourner le cylindre 
(fig. i3_). d'utiliser un flot- 
teur F. Le vase cylindri- 
que V est rempli par un 
écoulement uniforme ob- 
tenu comme il a été dit 
plus haut : le flotteur 
monte donc proportion- 
nellement au temps. Une 
cordelette , attachée au 
flotteur, passe sur le cy- 
lindre enregistreur, fait 
un tour et demi et est 
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tendue par le contrepoids O. On obtient ainsi un mouvement 
aussi uniforme que s'il était produit par des rouages mécaniques 
et dont on peut faire varier la vitesse dans des limites écartées. 

Le cylindre enregistreur est couvert d'un papier quadrillé. 
Reste à déplacer un crayon d'une longueur égale à l'allongement 
du fil. Une cordelette s'attache par un crochet au seau de char- 
ge, passe sur deux poulies dont la fig. i3 montre la seconde J 
et est tendue par un contrepoids auquel on peut donner juste le 
poids du seau vide. Elle est ainsi solidaire de l'extrémité infé- 
rieure du fil dont elle suit tous les mouvements. Elle s'attache en 
I à la pièce MNP qui porte le crayon : c'est une longue latte de 
bois léger qui tourne autour d'un axe fixé au plafond du labora- 
toire. Le crayon décrit ainsi sans frottement appréciable une 
circonférence de grand rayon. L'appareil précédent est simple, 
robuste, et donne des graphiques d'une grande finesse ; le seau 
de charge peut recevoir, soit un écoulement d'eau, soit de la 
chaîne métallique. 

i8. — Lonfi^ueur croissant proportionnellement au temps. 
La seconde technique fondamentale consiste à imposer la lon- 
gueur et à déterminer l'effort : la loi linéaire en fonction de 
temps, L = Lo i bt, est la plus simple et à peu près la seule 
qu'on puisse commodément réaliser. 

Une tige filetée de un à deux mètres de longueur, analogue 
à celle des tours rectilignes, porte un écrou auquel est attaché 
une des extrémités de la pièce à déformer. On fait tourner la 
tige d'un mouvement uniforme à Taide d'une poulie à gorge de 
grand diamètre fixée normalement sur un de ses bouts. Des 
embrayages et des changements de vitesse complètent l'instal- 
lation. 

Toute la difficulté réside alors dans la construction du dyna- 
momètre auquel l'autre extrémité de la pièce déformée est 
attachée: je suppose toujours, pour les raisons que j'ai dites, 
qu'elle est de petites dimensions. Il faut que le dynamomètre 
satisfasse deux conditions opposées, d'être suffisamment précis 
et cependant de n'admettre qu'un mouvement insensible de 
l'extrémité de la pièce déformée qui en est solidaire et qu'on 
doit pouvoir considérer comme invariable. 

On peut employer comme dynamomètre une lame épaisse qui 
sera fléchie par l'eff'ort et dont on mesurera la flexion à l'aide 
d'un microscope visant un micromètre objectif fixé sur la lame. 
Tous les dynamomètres élastiques se ramènent théoriquement 



CHAPITRE II 



29 




à celui-là ; leur forme seule peut varier et aussi le procédé de 
mesure de la déformation : on peut baser celui-ci sur le dépla- 
cement de franges d'interférence. En tous cas on doit prendre 
des précautions minutieuses pour assurer la stabilité et l'inva- 
riabilité des points fixes du dynamomètre. 

On peut souvent employer une disposition beaucoup plus 
simple, au moins aussi précise, mais qui a l'inconvénient d'être 

à indications discontinues : la ^ 

fig, 13 la représente schémati- 
quement. Un triangle rigide 
tourne autour de Taxe O qu'on 
rend très mobile par des roule- 
ments à billes. L'extrémité de 
la pièce à déformer est fixée en 
A: des charges variables sont 
placées en P. Les mouvements 
du système sont étroitement li- 
mités par deux vis de butée B et 
B*; la butée se fait entre Tune 
ou Tautre de ces vis suivant les 
grandeurs relatives de la tension 
T et de la charge P. On conçoit 
que des sonneries S et S' avertissent au moment où la butée cesse 
sur une vis et commence sur l'autre. Le déplacement du dyna- 
momètre peut être limité à une petite fraction de millimètre, 
pourvu que la construction en soit suffisamment soignée. 

On peut se poser le problème expérimental que voici. On 
allonge un fil suivant une loi très rapide: on demande la longueur 
pour laquelle la tension prend une valeur donnée. L'une des 
extrémités du fil est fixée à un dynamomètre de flexion, buté 
contre une vis dont il se sépare quand la tension atteint la 
valeur donnée: d'où la rupture d'un courant I. Imaginons que 
l'autre extrémité du fil soit solidaire d'une pièce roulant sur des 
rails et à laquelle on impose le mouvement rapide; elle porte 
un fil métallique f se déplaçant très près d'une bande métallique 
enfumée. Imaginons maintenant que le courant I passe dans le 
primaire d'une bobine d'induction; le circuit secondaire a 
comme extrémités le fil I et la bande métallique enfumée. Au 
moment de la rupture du courant I, il se produit sans aucun re- 
tard une étincelle qui laisse sa trace sur la bande enfumée et 
donne la longueur cherchée. 
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19. — Etuves, — Il est difficile de maintenir sur une grande 
longueur une température différente de la température ordi- 
naire, quand on veut Tuniformité à quelques degrés près, sur- 
tout quand cette température est de l'ordre de quelques centai- 
nes de degrés. 

Entre O et 100° il est commode d'employer un courant d'eau 
qu'on porte à la température voulue par le passage dans un ra- 
diateur, qu'on amène entre les deux cylindres d'un manchon au 
centre duquel se trouve la pièce à déformer, et qui s'écoule 
ensuite dans un tube de vidange. On trouve dans le commerce 
des radiateurs chauffés au gaz qui se composent essentiellement 
d'un tube de cuivre deux fois replié sur lui-même et auquel sont 
brasées des ailettes de cuivre. Avec un débit de plus d'un litre à 
la minute, ils échauffent l'eau d'une quarantaine de degrés : en 
en mettant deux en série, on obtient facilement un courant dont 
la température, comprise entre la température ordinaire et 
100°, est constante à un degré près. 

On la fait varier en modifiant le débit: il est bon de régler 
automatiquement la pression du gaz. Ceé appareils sont com- 
modes, robustes et bon marché. 

Les températures voisines de 100* s'obtiennent aisément avec 
de la vapeur d'eau. 

Quand la température varie entre 100 et 300', on doit recourir 
aux bains de goudrons ou d'huiles lourdes de pétrole. Il ne peut 
plus être question de perdre le liquide comme dans le cas de 

l'eau ; force est 
bien de chauf- 
fer le manchon 
à l'aide de ram- 
pes de gaz et 
d'agiter le li- 
quide à Tinté- 
rieur du man- 
chon. Voici le 
seul procédé 
pratique. 

A l'extrémité 
supérieure du 
manchon ver- 
tical se trouve 
Fio. 14 un axe O hon- 
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zontal portant une poulie p mise en mouvement par un 
moteur et une seconde poulie p*. Normalement à la jante de 
celle-ci sont fixées des pointes grâce auxquelles elle entraîne 
une chaîne de laiton sans fin qui pend verticalement jusqu*au 
fond du manchon. L'extrémité de l'axe O repose sur une pièce 
A fixée contre la paroi intérieure du manchon ; un rebord em- 
pêche l'axe de sortir de son support A. Quand on fait tourner 
les poulies, la chaîne produit dans le liquide deux courants con- 
tinus Tun ascendant, l'autre descendant, qui mélangent intime- 
ment les diverses couches. Il n'y a pas de trépidation et le mé- 
lange est parfait pourvu que la section de la chaîne soit suffi* 
santé ; au besoin on met deux systèmes semblables de part 
et d'autre de l'axe du manchon. L'entraînement exige une 
force très faible ; un moteur de petit ventilateur suffit am- 
plement. 

Si la température dépasse 300°, les bains liquides ne sont plus 
pratiques. On doit recourir au chauffage direct de tubes de por- 
celaine placés dans un espace limité par des briques réfractaires 
et qui sont nécessairement horizontaux. Le chauffage se fait soit 
avec du gaz, soit par un courant électrique. Les difficultés à 
vaincre sont considérables. 

Quand les tubes sont horizontaux, la méthode du n» i6 se 
complique. Le seau de charge ne peut plus être suspendu 
directement: on. utilise alors comme renvoi une poulie très 
mobile montée sur billes et de grand diamètre. 

ao. — Définition des cycles. — Accommodation. — i° On 
répète un cycle quand on fait varier la charge entre deux 
valeurs toujours les mêmes Pi et Pa suivant une loi périodique 
par rapport au temps. Par exemple on peut charger et dé- 
charger en faisant varier la charge proportionnellement au 
temps, P = Pi -f- ai t, P = Pj — aj t, et maintenir aux deux 
bouts du cycle les charges Pi et Ps constantes pendant des 
temps Ti et Ta. Ainsi, même avec cette définition particulière- 
ment simple, le cycle n^est défini que si on se donne les quatre 
constantes: ai, as, Ti, T2 

»• On répète un cycle quand on fait varier la longueur entre 
deux valeurs toujours les mêmes Li et La suivant une loi pério- 
dique par rapport au temps. Le cas le plus simple est encore 
celai où les variations de longueur se font proportionnellement 
au temps, avec des arrêts plus ou moins longs pour les longueurs 
limites. 
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Les cycles se classent en deax groupes absolument distincts 
suivant qu^il y a ou qu*il n'y a pas accommodation. 

Cycles a accomnodatiok. — On dit qu'il y a accommodation, 
si la courbe de déformation tend vers une forme limite, quand 
on répète indéfiniment le cyc!e, qui finit alors par se fermer. 
Quand le cycle est parcouru entre charges invariables P| et P^, 
il se ferme si les longueurs correspondant à ces charges tendent 
vers des valeurs limites L't et LV Quand le cycle est parcouru 
entre longueurs invariables Li et L3, il se ferme si les charges 
correspondant à ces longueurs tendent vers des valeurs limites 
P*! et P'j. 

Les formes limites vers lesquelles tendent les cycles à accom- 
modation, dépendent de la définition complète des cycles: elles 
ne dépendent pas seulement des charges ou des longueurs entre 
lesquelles le cycle est parcouru. 

Les cycles sont à accommodation quand les déformations per- 
manentes à frottement liquide n'interviennent pas. 

Cycles sans accommodation. — Quand les frottements liquides 
interviennent, la courbe de déformation ne tend pas vers une 
forme limite. 

Comme nous le verrons, ces définitions {>euvent se généraliser 
pour le cas de plusieurs variables. 

31. — Courbes de traction du caoutchouc — Je vais choisir 

quelques exemples de courbes de traction qui montreront, ainsi 

que je Tai dit au n* 1^, comment se groupent les déformations 

typiques. 

La figure is reorésente la courbe de déformation à charge. 

croissante et décroissante, 
.^^^*V variant proportionnelle- 

ment au temps, sans arrêt 
pour la charge roaxima, 
d'un caoutchouc vulcanisé 
pure gomme et soufre. La 
longueur maxima est égale 
à environ 7 fois la lon- 
gueur initiale à laquelle 
correspond le pK)int O.On 
remarque immédiatement 
combiea l'allongement permanent est petit: la courbe revient 
pour une charge nulle en un point E très voisin du point de 
départ O. Les déformations sont donc analouues à celles que j'ai 
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défîtiies (qo 4) sous le nom de réactivité. Elles sont cependant 
plus complexes; mais les dimensions du présent ouvrage m'in- 
terdisent une discussion approfondie. 

Les cycles sont à accommodation , si les charges extrêmes 
sont suffisamment rapprochées, les courbes (aller et retour) 
tendent à se superposer, à mesure que les extrémités du cycle se 
fixent dans le plan. 

Si parvenu en un point A de la courbe de charge, on main- 
tient la charge constante en arrêtant brusquement le déroulement 
de la chaîne, l'allongement continue suivant l'horizontale Aa 
avec une vitesse d'abord grande et qui diminue rapidement. De 
même en un point C sur la courbe de décharge. Mais en un 
point D, c'est-à-dire sur la courbe de déchai*ge pour un allon- 
gement moins grand, à charge constante il y a d*abord un rac- 
courcissement qui peut être suivi d'un allongement. Enfin pour 
des charges très petites, à partir du point E à charge nulle par 
exemple, il y a raccourcissement indéfini. 

22. — Courbe de traction d'un ressort à boudin. — Comme 
dans Texemple précédent, les phénomènes sont particulièrement 
faciles à observer, au moins quant à leur allure générale, sans 
prendre dans la définition des opérations toutes les précautions 
qui sont nécessaires à des expériences soignées. C'est la raison 
de notre choix. Je suppose qu'on fabrique un ressort à boudin 
avec du fil de fer étiré et non recuit. On enroule le fil de i"*" de 
diamètre sur un cylindre de 2^ de dianaètre par exemple, bien 
régulièrement et de manière que les spires successives ne se 
touchent pas. Pour faire une expérience, on coupe un certain 
nombre de spires, 20 par exemple : on fait des crochets aux 
extrémités en tordant le fil et on suspend librement le court 
ressort obtenu. On opère ensuite pour l'obtention de la courbe 
de traction comme il a été dit précédemment. Si on veut seule- 
ment se rendre compte de la nature des phénomènes, on pro- 
cède par charges discontinues, en mettant des poids dans un 
plateau suspendu au ressort ; cette méthode grossière doit être 
absolument proscrite d'une étude de quelque valeur scienti- 
fique. 

La figure 16 représente la courbe de traction prolongée jus- 
qu'à des charges considérables; quand il en est ainsi, elle 
s'appelle essai de traction. 

L'essai diffère complètement dans ses résultats de Tessai sur 
le caoutchouc. Ici la déformation permanente est énorme; peu 
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à peu le ressort s'allonge, et Ton sait que, la charge supprimée, 
il est loin de revenir à sa longueur initiale. Il est donc évident 

que la courbe de pre- 
mière traction pos- 
sède une asymptote 
dont Tabscisse OE 
représente la lon- 
gueur du fil avec le- 
quel le ressort est 
fait, moins la lon- 
gueur initiale du res- 
sort. On ne parvient 
à cette asymptote 
que pour des charges 
énormes, ce qui veut 
dire qu'il est difficile par simple traction de rendre le ressort 
absolument rectiligne. Il est vrai que le phénomène peutalors se 
continuer par la courbe de traction proprement dite du fil lui- 
même : nous la laissons pour le moment de côté. 

La courbe a une forme assez complexe : à une partie presque 
rectiligne OA succède une courbure brusque et une inflexion très 
horizontale : la courbe se relève alors pour tendre vers son 
asymptote. 

Au lieu de décrire d'un seul coup la courbe de traction en- 
tière, parvenus en un point B, déchargeons progressivement ; 
nous parcourons à peu près une droite : nous sommes approxi- 
mativement dans le cas du no 6, les phénomènes dépendent de 
ce que nous avons appelé le principe de Coulomb. Nous reve- 
nons ainsi au point Pi, la déformation permanente est mesurée 
par la longueur Opi. 

Il y a donc superposition d'élasticité parfaite et de déforma- 
tions permanentes à frottement solide Bien entendu la recti- 
linéité de la courbe de retour B^i n'est qu'approximativement 
vraie : l'élasticité est plus ou moins à réactivité. Nous n'insistons 
pas pour l'instant sur le détail du phénomène. 

Repartons du point Pi et rechargeons : nous parcourons à 
nouveau approximativement la droite PiB et nous revenons 
sensiblement au point B, conformément au principe de Cou- 
lomb : si alors nous continuons à recharger, nous décrirons 
dans la suite de l'expérience à très peu près la même courbe 
BCD que nous aurions suivie si nous nous étions abstenus du 
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parcours supplémentaire BpiB. C'est encore conforme au prin- 
cipe de Coulomb (n* 6). 

Nous pouvons recommencer la même opération en des points 
C, D, et tracer une série de courbes de retour approxima- 
tivement rectilignes Cyi, Doi L'expérience montre qu'elles 

n'ont pas la même inclinaison, elles se redressent de plus en 
plus à mesure que le point se déplace vers la droite : la varia- 
tion d'inclinaison faible de A à C, devient rapide dans la partie 
CDE de la courbe de traction. Nous aurons l'occasion de revenir 
sur ces faits quand nous définirons les modules d'élasticité et 
nous trouverons dans le ressort à boudin un bon exemple de 
variation de ces modules. 

RÉACTivrrÉ. — J'ai dit que les courbes BpiB, CyiC, ne sont 

pas absolument rectilignes parce qu'il y a réactivité. On peut 
prouver directement l'existence de cette propriété, tout aussi 
commodément qu'avec le caoutchouc. 

Parvenus au point B, maintenons la charge constante ; il y a 
allongement suivant l'horizontale Bb avec une vitesse d'abord 
grande, puis rapidement décroissante. De même la courbe de 
retour n'est pas la droite Bp, mais la courbe Bm (dont j'exagère 
beaucoup la courbure). 

Revenu au point m, le point figuratif se déplace à charge 
nulle sur Taxe des abscisses ; la longueur diminue sponta- 
nément. 

J'engage le lecteur à reproduire soigneusement ces expé- 
riences ; elles ne présentent pas de difficultés et elles ont l'inap- 
préciable avantage de fixer ses idées sur l'allure et l'importance 
de phénomènes que les ingénieurs relèguent avec une déplo- 
rable facilité dans la catégorie des jeux de la nature. 

Les cycles obtenus avec le ressort à boudin sont naturellement 
à accommodation. 

23. — Courbe de traction d'un fil de plomb, ou d'alliage de 
plomb et d'étain. — Je vais maintenant donner un exemple de 
phénomènes de déformations permanentes à frottements liqui- 
des, dont par conséquent les cycles ne sont plus à accommo- 
dation. 

Les formes des courbes cycliques sont complètement modifiées. 
J'emprunterai mon exemple à la traction d'un fil de plomb ou 
mieux d'un fil d'alliage eutectique plomb-étain qui est caracté- 
ristique à cet égard. 

La courbe de traction {ftg. i7)^0AB ne présente en apparence 
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rien de particulier ; nous verrons qu'elle ressemble aux courbes 
de première traction des métaux usuels, tels que le cuivre, 
Targent, la platine. Mais parvenus en ce point B, déchargeons 

progressivement : 
OiMTttê employons pour 

ce but Tappareil à 
chaîne décrit au 
n* i6. La courbe 
de décharge est 
BCD. Le frotte- 
ment n'est donc 
plus solide et à 
écrouissage soli- 
de ; il est liquide. 
La vitesse de dé- 
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formation permanente est fonction de la charge actuelle, et 
plus ou moins indépendante des charges antérieures. Schéma- 
tiquement l'augmentation de longueur n'est plus qu'une fonc- 
tion de Ta charge par unité de section et du temps pendant 
lequel cette charge est appliquée ; tant s'en faut d'ailleurs que 
les phénomènes se réduisent à cette simplicité. 

Naturellement les cycles sont sans accommodation ; si Ton 
recommence le parcours entre la charge nulle et la charge 
maxima Pi, on retrouve une seconde arche qui sera tout en- 
tière à la droite de la première; et ainsi de suite jusqu'à ce que 
le iil casse. 

Bieii entendu, tous les phénomènes de déformation sont plus 
ou moins superposés dans tous les corps. 

Nous attendons le physicien géomètre qui nous dira comment 
on doit imaginer le modèle infiniment complexe expliquant 
l'existence simultanée de tous les groupes de déformations. Je 
déblaie sa voie en classant ces groupes, serait-ce sous une forme 
un peu trop simplifiée. 

Je reviendrai plus loin sur les déformations des corps à frot- 
tement liquide (n° 78). 

COURBES DE TORSION 

34. — Torsions variant proportionnellement au temps. — 

Quand il s'agit d'expériences d'une grande précision sur des 
pièces de petites dimensions, il est plus commode d'imposer la 
torsion que d'imposer le couple. En effet, la première technique 
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exige seulement la mesure d'un couple à Taide d'un dynamo- 
mètre, la seconde implique au contraire la possibilité d'exercer 
un couple variable en grandeur et en azimut. 

Pour imposer une torsion à un fil, celui-ci est fixé par des 
pinces convenables dans Taxe d'un cylindre, auquel des appa- 
reils faciles à imaginer impriment des vitesses connues dans Tun 
ou l'autre sens. Des embrayages permettent l'arrêt instantané 
ou le changement de sens. Les vitesses sont généralement 
petites, (un tour en un certain nombre de secondes), sinon les 
mesures au dynamomètre deviennent impossibles. 

Les dynamomètres sont de deux espèces : bifilaire ou à 
ressort. 

Le dynamomètre bifilaire a été décrit sommairement au no 3 : 
dans la pratique on prend la charge P grande et Ton fait en sorte 
que 2a : /et par conséquent 4b? : Z*, soit petit : Tangle a est alors 

Pa^a 

petit et la formule se réduit simplement à : M = — - — . Les 

torsions a du bifilaire sont proportionnelles au couple appliqué. 
Je n'insiste pas sur les diverses méthodes qui permettent de relier 
avec le dynamomètre bifilaire le fil dont on veut mçsurer le 
couple : on en trouvera au besoin la description dans mes mé- 
moires. 

Les dynamomètres à ressort ont pour partie essentielle soit 
un ressort à boudin, soit un ressort spiral plan : les premiers 
sont généralement de beaucoup les plus commodes comme 
pouvant se centrer plus aisément et surtout ne se décentrant pas 
par la déformation autant que les autres : j'aurai Toccasion de 
revenir plus loin sur la théorie de ces appareils (n© 4a). 

La description d'une courbe de torsion consistera donc à faire 
varier suivant une loi connue les torsions et à mesurer les cou- 
ples correspondants : généralement la loi choisie pour variation 
des azimuts est linéaire en fonction du temps. 

La principale difficulté qu'un observateur unique rencontre 
dans ces expériences, consiste à faire la lecture au dynamomètre 
pour des torsions données à l'avance. La technique la plus com- 
mode est d'obtenir, Tune au-dessus de l'autre dans la même lu- 
nette, les images de l'échelle du dynamomètre et du cercle 
divisé qui mesure les torsions. On fait la lecture sur l'échelle au 
moment où certains traits du cercle passent sur le réticule. 

2^. ~ Couples variant proportionnellement au temps. — 
Théoriquement le problème est simple : imaginons une poulie 



L1 



f-v. 



*>•■- 



u 



■ iCv 






ikv: 






--0= 






^ 



B 



FIG. l8 



38 ESSAIS DES MATÉRIAUX 

mobile de rayon r, montée sur un axe horizontal (/î^. 18) AA, dans 
le prolongement duquel se trouve le fil ou la barre AB à étudier. 

Une corde passe sur la poulie 
et est tendue par un poids p : 
le couple exercé est pr. Si 
nous remplaçons le poids p 
par un seau dans lequel tom- 
be de Teau, nous pouvons 
faire varier le couple ; en 
particulier , nous pouvons 
aisément le faire croître pro- 
portionnellement au temps. 
Cette technique ne présen- 
te pas de difficultés insur- 
montableS; s'il s'agit de tor- 
dre des barres rigides de diamètre assez grand ; car le couple 
à mesurer est notable par rapport aux frottements qui s'exer- 
cent entre Taxe de la poulie et ses coussinets. Au contraire s'il 
s'agit de fils, la méthode est inapplicable. On peut créer des 
couples variables en utilisant les frottements liquides et un 
appareil analogue à celui qui est représenté fig. 6. On peut 
encore remplacer le frottement liquide par le frottement analo- 
gue qui résulte des champs tournants : mais ces expériences sont 
délicates et exigent un matériel compliqué et perfectionné. En 
définitive, seules les méthodes où l'on impose la torsion sont 
d'un emploi recommandable. 
26. — Courbe de torsion 
d'un ressort spiral (/i^. 19). 
— Un ressort spiral, tel que 
ceux des pendules, est fixé 
par une de ses extrémités A 
à un manchon cylindrique 
mobile autour de l'axe O. 
L'autre extrémité B est fixe. 
On demande la courbe qui 
représente le couple appli- 
qué au manchon en fonction 
de sa rotation autour de l'axe 
O. Le ressort est tenu de 
telle sorte, à ses extrémités A 
et B, que ses tangentes y fas- fig. 19 
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sent un angle invariable avec les rayons vecteurs OA et OB. Le 
problème posé correspond approximativement au remontage 
d'une pendule ; toutefois, l'enveloppe du ressort (barillet) mo- 
difie alors un peu les phénomènes. 

Nous verrons plus loin que les déformations du ressort sont 
des flexions ; les déformations étudiées au n° 22 sont des torsions. 
Je choisis exprès ces exemples; il y a courbe de traction quand 
on représente une charge en fonction d'un allongement, courbe 
de torsion quand on représente -un couple en fonction d'une 
torsion, quelles que puissent être d'ailleurs les déformations 
réelles. 

Je suppose le ressort en acier trempé, de manière que les 
déformations soient toujours parfaitement élastiques. A partir 
de l'azimut de l'arbre O pour lequel le couple est nul et qui cor- 
respond à la torsion nulle 
(point O de la fig. 30), on 
tord dans le sens de la flè- 
che. La courbe présente 
d'abord une partie rectili- 
gne OA ; puis elle s'inflé- 
chit et offre une seconde 
partie rectiligne BC qui 
correspond à une infle- 
xion. Ensuite la courbe 
se relève et tend vers une 
asymptote verticale dont 
l'abscisse 08 est égale à la 
torsion pour laquelle le 
ressort est complètement 
enroulé autour du man- 
chon central. Si on voulait 
forcer, on arracherait né- 
cessairement l'une des vis A ou B. Dans les pendules on utilise 
généralement la portion BC de la courbe ; des arrêts empêchent 
qu'on ne dépasse le point C dans le remontage et que le ressort 
ne se débande ensuite en deçà du point B. 

Courbe de torsion d'un fil métallique. — La courbe de torsion 
d'un fil métallique a généralement la forme représentée fig. 21 ; 
on remplacera les mots allongements et charges par les mots 
torsions et couples. Après une partie rectiligne plus ou moins 
longue, la courbe s'infléchit et tend vers une asymptote hori- 
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zontale. Dès qu'on a dépassé la partie rectiligne, la déformation 
devient permanente en partie. Je reviendrai sur le détail du 
phénomène au n° 8a. 

37. — Nécessité dans un grand nombre de cas de faire 
intervenir plus d'une variable indépendante. — Représen- 
tation des phénomènes. — Au n* i j*ai particularisé le pro- 
blème en supposant que les déformations dépendent d'une seule 
variable. Même en se bornant aux déformations les plus simples 
des cylindres, on rencontre presque nécessairement le problème 
complet dont voici la définition : On se donne deux des quatre 
fonctions du temps, longueur L, charge P, torsion a, couple C, et 
on détermine les deux autres. D'ailleurs, les déformations sont 
d'une nature quelconque, élastiques ou permanentes. 

La méthode la plus simple pour figurer les résultats consiste à 
traduire en courbes Ténoncé précédent : on choisit le temps 
pour abscisse et Ton trace 4 courbes dont les ordonnées repré- 
sentent en fonction du temps les quantités L, P, a, C. Les néces- 
sités expérimentales conduisant à prendre pour les variables 
indépendantes des fonctions les plus simples du temps, les deux 
courbes arbitraires sont généralement des droites : on détermine 
expérimentalement la forme des deux autres. 

Sans qu'il soit nécessaire d'insister, on conçoit qu'elle est alors 
la complexité du problème. Son importance théorique réside en 
ce que Tétude des effets produits par la superposition de plu- 
sieurs déformations, doit être la pierre de touche des théories 
futures des déformations permanentes ; les théories actuellement 
proposées s'appuient ordinairement sur l'hypothèse de l'addition 
pure et simple des déformations, en d'autres termes de l'indé- 
pendance de leurs effets, hypothèse absolument gratuite et 
inadmissible (n** 65, n* 94 et 19.) 

Les exemples suivants, choisis parmi les plus simples, 
prouvent qu'il s'agit de phénomènes considérables et vul- 
gaires. 

Tordons une corde caoutchouc sous charge constante avec 
une vitesse constante. La charge P est donc représentée par une 
droite horizontale parallèle à Taxe des temps, la torsion a par une 
droite inclinée. Le problème consiste à déterminer les deux 
fonctions du temps, couple C et longueur L. L'expérience mon- 
tre que le couple croît, ce qui est évident a priori, mais aussi 
que la longueur augmente. Les déformations sont ici à peu près 
parfaitement élastiques : quant aux grandeurs comparées des 
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variations de C et de L, les considérations du no 3a nous appren- 
dront à les prévoir. 

Il peut s'agir de déformations permanentes : imposons à un fil 
de cuivre un couple constant et allongeons-le, soit avec une 
vitesse constante, soit sous Tinfluence d'une charge variant pro- 
portionnellement au temps. L'expérience montre que pendant 
l'allongement permanent le fil se tord d'une manière perma- 
nente, si petit que soit le couple constant imposé.. Si on impose 
une torsion, le couple existant au début de l'expérience diminue 
et tend vers O pendant l'allongement. 

Les phénomènes sont infiniment variés. J'en dirai encore 
quelques mots au n° 85. 

COURBES DE TRACTION ET DE TORSION THÉpRIQUES 

ET LIMITES D'ÉLASTICITÉ 

38. - Courbe de traction théorique dans le cas où ne se 
su|>erposent que les phénomènes définis au n"" 2 et no 6 dans 
leur simplicité schématique. — Discussion. — Admettons que 
le corps soit d'abord parfaitement élastique (n^ 2) et, pour sim- 
plifier encore l'exposition, que la courbe représentative soit une 
droite. Le début de la courbe 
de traction est représenté en "^ 

OX (fig, 21). Au point A la 
tension par unité de surface 
de la section droite est suffi- 
sante pour vaincre le frotte- 
ment solide ; il se présente 
alors deux hypothèses : 

i** Ces frottements sont 
sans écrouissage (n® 6) : la 
courbe de traction se conti- 
nue suivant l'horizontale AB. 20 Ces frottements sont à écrouis- 
sage, la matière se transforme, le frottement augmente par la 
déformation : la courbe de traction se continue suivant AC. 
Dans les deux cas il existe en A un point anguleux. Ce point 
anguleux fie se rencontre jamais dans la déformation réelle 
d*un solide : la tangente à la courbe de traction ne présente 
jamais de discontinuité ; il n'y a pas de limite d'élasticité. On 
appelle, en effet, limite d'élasticité la charge qui correspond au 
point de la courbe de traction pour lequel le corps cesse brus- 
quement d'être parfaitement élastique et commence à se défor- 
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mer d'une manière permanente L'expérience montre que la 
courbe de traction a par exemple la forme OAD, avec une cour- 
bure plus ou moins prononcée(on a beaucoup exagéré Tinclinai- 
sonde la partie OA, qui est presque verticale); mais elle est telle 
qu'il est impossible de trouver un point ayant des propriétés 
caractéristiques le distinguant nettement d^un autre point. Il 
faut conclure de là que les hypothèses faites au début de ce nu- 
méro sont trop simples. De la réactivité se superpose donnant 
l'apparence d'une déformation permanente avant que les frotte- 
ments solides commencent à céder, et arrondissant la courbe OA 
parfaitement élastique. 

Plus vraisemblablement encore ce sont les hypothèses elles- 
mêmes dans leur mécanisme essentiel qui doivent être plus com- 
pliquées qjLie les schémas décrits au commencement de ce traité. 
Quant au fait il ne peut être nié et tous les observateurs cons- 
ciencieux sont d'accord pour le reconnaître, 

39. — Discussions à propos de la limite d'Elasticité. — Si 
Ton n'avait jamais étudié que des métaux recuits la notion de la 
limite d'élasticité se serait introduite difficilement dans la 
science. Mais on utilise industriellement des métaux qui ont été 
travaillés, et qui sont déjà plus ou moins transformés (écrouis) 
soit par des passages à la filière, soit par des martelages ou tout 
autre opération. La courbe de traction ne présente plus une 
forme très doucement arrondie, comme le montre la fig. ai 
(nous reviendrons plus loin sur cette forme) ; elle peut offrir des 
courbures à faible rayon qui, pour des expérimentateurs ne se 
piquant pas de précision ou opérant avec des machines indus- 
trielles passablement grossières, peuvent donner l'illusion d'un 
point anguleux. 

En particulier nous savons par le n» 11 ce qui résulterait du 
principe de Coulomb, si on pouvait l'appliquer dans sa rigueur. 
Parvenus à un point M de la partie presque horizontale de la 
courbe, revenons à la charge nulle ; rechargeons de nouveau. 
Les schémas conduiraient à admettre que, brusquement, après un 
parcours rectiligne, nous reprenons la courbe de traction au 
point où nous l'avons abandonnée, ce qui donnerait un point 
anguleux avec deux tangentes d'autant plus différentes que le 
point M est plus à droite. Effectivement l'expérience ainsi con- 
duite donne une courbe de traction à partir de la charge nulle 
présentant un raccordement à rayon de courbure très petit: on 
s'approche du point anguleux ; mais une précision médiocre suf- 
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fît à prouver rmexistence de ce point, même dansles caç les plus 
favorables. 

Les ingénieurs, tenant à la limite d'élasticité, ont voulu prou- 
ver son existence par des raisons qui sont loin d'être convain- 
cantes. Ecoutons d'abord l'objection d'un bons sens un peu trop 
rapide. Les ponts, a-ton dit, sont parfaitement élastiques : donc 
il existe une limite d'élasticité. On confond deux questions : 
personne ne nie qu'au-dessous d'une certaine charge, les corps 
ne puissent élre parfaitement élastiques: l'existence d'une partie 
rectiligne dans la courbe de traction de certains corps, mettons 
de tous les corps travaillés industriellement, ne fait pas de doute 
et n'est pas contestée. Encore faut-il s'entendre sur le mot^^r- 
faitetnent élastique \ car les phénomènes de réactivité intervien- 
nent autant dire toujours, quel que soit le corps, si petite que 
soit la déformation, à ce point qu'on cite le quartz comme une 
très extraordinaire exception. 

Toute la question se résume donc dans cette proposition : 
existe-t-il un point anguleux sur la courbe de traction ? Ecar- 
tons les résultats donnés par les machines industrielles ; faisons 
l'expérience en chargeant directement et sans à coup (ce qui 
n'est pas impossible même pour des pièces assez volumineuses), 
ou par l'intermédiaire d'un seul levier — de manière que nous 
soyons scientifiquement sûrs des résultats — : le point anguleux 
(ou les points anguleux dans le cas du fer) disparaissent pour 
devenir des courbures de faible rayon. 

Je profite de la limite d'élasticité pour traiter quelques ques- 
tions qui n'ont rien de scientifique, mais qui montrent nette- 
ment à quel état d'esprit le souci du nombre et de l'application 
immédiate conduit les ingénieurs. L'expérience nous apprend 
en définitive que la courbe de traction débute par une partie à 
peu près rectiligne , s'infléchit plus ou moins brusquement et tend 
à devenir horizontale (je laisse de côté pour l'instant les courbes 
plus complexes obtenues avec le fer et ses alliages). Les ingé- 
nieurs ont commencé par vouloir qu'il existe, non une cour- 
bure à faible rayon, mais un point anguleux : d'où la limite 
d'élasticité. Cette position étant intenable, ils ont défini, comme 
allongement permanent intéressant, l'allongement de n milliè- 
mes; le nombre n est d'ailleurs variable suivant l'auteur de la 
proposition. Un instant de réflexion montre l'absurdité'd'un tel 
système, surtout en se plaçant au point de vue pratique qui 
devrait être celui des ingénieurs. Un allongement permanent 
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de n millièmes présente ou non du danger suivant la forme ulté- 
rieure de la courbe de traction. Quand elle est faiblement inclinée 
et sans courbure brusque (telle que CAD), rallongement de n 
millièmes n'a pas d'importance : le cas se présente pour les mé- 
taux non écrouis, ce qu'on appelle les métaux doux. Quand au 
contraire on a affaire à un métal très écroui, à un métal dur, dont 
la courbe de traction est à courbure brusque et tend rapidement 
vers rhorizontale, un allongement permanent de n millièmes, 
peut produire la rupture, si petit que soit n. Car la rupture est la 
plus facile quand la courbe de traction est presque horizontale, 
le moindre défaut d'homogénéité entraînant une instabilité d'é- 
quilibre aux points faibles. Ainsi, dire qu'il faut une traction uni- 
forme de tant de kilogs par mm* pour produire un allongement 
de n millièmes, ne nous indique absolument rien sur les condi- 
tions d'emploi du métal étudié. 

En définitive, U7i métal doit être défini industriellement pour 
les phénomènes de traction par sa courbe de tractioji ; c'est perdre 
son temps et faire preuve d^ esprit scientifique médiocre que de 
s'attacher^ soit à une limite d'élasticité qui n'existe pas, soit à des 
définitions pseudoscientifiques dont le défaut le plus grave pour 
V ingénieur est d'entraîner des conséquences pratiquesqui peuvent 
être désastreuses. 

Nous aurons d'ailleurs à revenir sur cette question, quand 
nous reprendrons plus loin en détail l'étude de la courbe de 
traction des métaux. 

30. — Courbe de torsion théorique d'un cylindre circulaire 
dans le cas précisé au n« 29. — J'ai démontré au n<> 13, en 
m'appuyant sur les résultats bruts de l'expérience, que la dis- 
tance horizontale de deux points du même tube élémentaire de 
rayon r, situés sur la même génératrice quand le cylindre n'est 
pas déformé, devient égale à ardz : 2, quand le cylindre de lon- 
gueur z est tordu à l'angle a ; dz est la distance verticale des 
deux points. De plus les tubes élémentaires se déforment indé- 
pendamment les uns des autres. 

Je peux présenter les mêmes résultats sous une forme un peu 
différente (fig. 22). Développons le tube élémentaire de rayon r. 
Non déformé il est représenté par le rectangle ABDC où AB=2';rr, 
AC =z z. Après la déformation il devient le parallélogramme 
ABD*C', et l'on a ar = CC = DD'. La génératrice AC devient 
une hélice qui est développée suivant la droite AC. 

J'admettrai maintenant que pour produire cette déformation 
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sur le développement^ il faut appliquer aux deux bases AB et CD 
deux forces égales F proportionnelles : i® à la quantité 
CC' : AC =r otr : z qui mesure 
la déformation; i** à Taire des 
bases rectangles AB ou CD : 
avant le développement c'é- 
taient des couronnes de rayon r 
et d'épaisseur dr ; leur aire est 
donc égale à 2^rdr ; y à un 
coefficient (jl caractéristique de 
la matière considérée. 

La force Fa donc pour expres- 
sion : 2irar^dr — . 

z FIG. 33 

Enroulons à nouveau le tube élémentaire : les forces élémen- 
taires nécessaires pour produire la déformation sont maintenant 
normales au rayon aboutissant sur chaque élément ; elles don- 
nent lieu à deux couples horizontaux, égaux et de sens opposés, 
appliqués sur les bases terminales et dont le moment est égal à : 




2:ra.r2dr. 



— . r = 27ra. — . I^dr. 
Z ' z 



Intégrons maintenant pour le cylindre plein de longueur L et 
de rayon R. 

Le couple nécessaire pour produire la torsion a est: 



C = 27ca, --- / r^dr = -—- . a 



R* 



C'est la formule de Coulomb ♦ 

Ainsi tant que la déformation est parfaitement élastique, les 
hypothèses que nous venons de faire, conduisent à admettre que 
la courbe de déformation (C, a) est une droite ; le couple est, 
toutes choses égales d'ailleurs, proportionnel à la 4** puissance 
du rayon et en raison inverse de la longueur. 

31. — Courbe de J. Thomson. — Revenons au tube élémen- 
taire développé et à la fig. 32. A partir d'une certaine déforma- 
tion, quand la force par unité de surface des bases terminales et 
par conséquent, le rapport CC* : AC ont atteint une cer-. 
taine valeur, le frottement solide cesse d'équilibrer la force: il 
y a glissement et torsion permanente. 

Appelons f le frottement solide par unité de surface ; il cède 
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quand Tangle de torsion a, satisfait à la condition : * > = 1. 

La déformation permanente ne commence donc pas simulta- 
nément pour tous les tubes élémentaires; le tube extérieur de 
rayon R cesse le premier d'être parfaitement élastique quand la 
torsion est ao, donnée par la formule [laoR = Ll. A ce moment 
le couple est Co : 

^' = T î^ -L- = T*"^' 

Pour des torsions a < ao, on a : C = Co (i). 

Cherchons ce qui se passe pour des torsions a > oo. 

Il faut distinguer dans le cylindre deux parties ; Tune cylin- 
drique centrale de rayon n, tel que jjian = IL; l'autre est la cou- 
ronne comprise entre les cylindres de rayons n et R. 

Pour le cylindre central les déformations sont encore parfai- 
tement élastiques ; la formule du n° 30 est applicable ; le cou- 

pie a pour expression C := — jx — - — . 

Les différents tubes élémentaires constituant Tanneau ont au 
contraire dépassé la limite d'élasticité : la force par unité de 
surface a atteint sa valeur limite f . Le couple a donc pour expres- 

sion : C" z= / liir^àrA = — f (R3 — ri3). 
En définitive le couple total est : 

c = c 4- c» = y.^ -?^ + ^ f(R3 - n3) 

Introduisons dans ces expressions les quantités ao et Co après 
avoir remplacé n par sa valeur en fonction de a : 



3 6 (t^a» ~ 3 3 ■ a» • ~ 3 V «V 



(2) 



Ainsi la courbe théorique de torsion, connue sous le nom de 
J. Thomson, se compose de deux parties. La première (i) est 
une droite ; elle vaut jusqu'à l'angle ao défini par la condition : 
ixaoR rz Lf . La seconde(a)est une courbe qui admet comme asymp- 

4 

tote l'horizontale C = — Co. Les deux courbes donnent le 

3 
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même couple C =: Co, pour a = ao. De plus elles ont même tan- 

. , dC Co 

gente en ce point : --— = , pour a = ao. 

da ao 

La première conséquence qui résulte de cette théorie, et elle 
est foHdamentaUy c'est qu'il n'existe pas de limite d'élasticité 
pour le phénomène complexe hétérogène de la torsion, alors 
même qu'on admettrait une limite pour les déformations des 
tubes élémentaires, infiniment minces, dans lesquels on peut 
considérer que le cylindre plein est décomposé (n° 13). 

L'existence d'une limite d'élasticité n'est donc plus ici une 
affaire d'expérience ; elle est logiquement impossible, comme 
dans tous les phénomènes hétérogènes. Nous trouverions des 
résultats analogues à fortiori pour la flexion. L'expérience con- 
firme entièrement ce résultat : la courbe de torsion n'a jamais 
de points anguleux. 

Toutefois l'expérience montre que les hypothèses précédentes 
sont beaucoup trop simples. 

En particulier, le couple le plus grand qu'il serait pos- 
sible d'obtenir avec un fil, devrait être les 4/3 du couple pour 
lequel il cesse évidemment d'être parfaitement élastique : même 
avec des fils fortement étirés à la filière, on ne trouve rien de 
tel. Nous reviendrons là-dessus plus loin (n° 82). 

3a. — Définition de l'ordre de srrandeur des tractions et des 
torsions. — On a souvent besoin de comparer des déformations 
par traction et par torsion; il s'agit de définir l'ordre de grandeur 
de ces phénomènes. Aucune difficulté pour la traction; le cylin- 
dre est allongé d'un certain nombre de millièmes de sa longueur 
primitive. Par exemple un fil de cuivre recuit peut s'allonger de 
300, de 400 milièmes sans se rompre. Dans certaines conditions, 
un fil d'alliage d'étain et de plomb peut s'allonger de 5 ou 6 fois 
sa longueur initiale par traction directe sans filière^ soit de 
5.000 ou 6.000 millièmes. Au contraire un fil fortement étiré à 
la filière peut rompre pour des allongements sans filière infé- 
rieurs à quelques millièmes. 

L'expérience montre que, pour rendre les comparaisons légiti- 
mes^ il faut définir la torsion par le rapport numérique CC' : AC 
(fig^ aaj, à suposer que l'on ait développé la surface extérieure 
du cylindre tordu. Si l'angle a de torsion est exprimé en radians, 
ainsi que nous le faisons toujours (le radian est l'angle au centre 
de 570 18' qui découpe sur la circonférence un arc égal au rayon) 
CC* = aR, AC =1 L ; la torsion a donc pour expression aR : L ; 
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c'est un nombre qu'on exprime en millièmes de même que 
rallongement. 

Dans cette manière d'énoncer les torsions, la torsion d'un tour 
d'un fil d'un mètre de long et d'un millimètre de diamètre est 
de 3,14 millièmes. Quand on tord ce fil de 100 tours on obtient 
une torsion égale à 314 millièmes dont les effets sont de même 
ordre que ceux produits par une traction de 314 millièmes. 

Cela ne veut pas dire que ces effets sont les mêmes, mais 
qu'il ne faut pas s'étonner que l'écrouissage obtenu par torsion 
soit faible, quand on tord par exemple d'un ou deux tours un 
fil en un certain métal d'un mètre de long et d'un milli- , 
mètre de diamètre, alors que pour ce métal on sait que l'écrouis- 
sage ne devient sensible que pour une traction de 100, aoo... 
millièmes ou davantage. C'est surtout lorsqu'on produit succes- 
sivement ou simultanément sur un même cylindre des torsions 
et des tractions, qu'il est nécessaire d'avoir une juste apprécia- 
tion de l'ordre de grandeur de leurs effets comparés. 

L'exemple suivant montre l'utilité de ces remarques et. fait 
bien comprendre pourquoi les difficultés qu'on rencontre 
dans l'étude des phénomènes parfaitement élastiques de torsion 
sont en un sens moins grandes que dans l'étude des phénomènes 
analogues de traction; Il est rare qu'uh fil métallique reste par- 
faitement élastique pour un allongement à i ou 2 millièmes, 
soit I ou 2 millimètres pour un fil d'un mètre de longueur. Etu- 
dions maintenant la torsion d'un fil de o""",^ de diamètre et d'un 
mètre de long, et admettons que la déformation reste parfaite- 
ment élastique pour une valeur d'un millième. La torsion d'un 
tour représente pour ce fil 1,57 millièmes: le millième vaut 
donc 2a9<*. Effectivement c'est jusqu'à des torsions de cet ordre 
que les fils étirés à la filière sont parfaitemement élastiques à la 
même approximation que les cylindres tendus sont parlaitement 
élastiques pour des allongements de l'ordre du millième. Or, 
par la méthode de Poggendorfî, on peut mesurer avec la plus 
grande facilité le 1/300 de degré, tandis que l'approximation du 
cinquantième de millimètre ou au maximum du centième est 
malaisée à atteindre. 

En définitive la croyance générale que les déformations de 
torsion peuvent être beaucoup plus grandes que les déforma- 
tions de traction, sans cesser d'être parfaitement élastiques, tient 
au peu d'habitude que Ton a de rapporter les deux espèces de 
déformations à des unités comparables. 
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Déformations parrailement élasliqnes. — Nodules d'élasticité 



33. — Définition des modules d'élasticité.— La définition 
des modules d'élasticité ne présente aucune difficulté, dans les 
cas infiniment rares où il existe isolément des déformations par- 
faitement élastiques non retardées, telles que nous les avons dé- 
finies au n* 2. Nous savons qu'alors la courbe — variable géomé- 
trique, variable mécanique — a une forme déterminable une fois 
pour toutes, toujours la même quel que soit le sens du par- 
cours. Soit X la variable géométrique, X la variable mécanique, 
le module brut d'élasticité est défini en chaque point de la courbe 

(x, X) par l'inclinaison de cette courbe : m = -^ — . Ce module 

dx 

peut être constant (si la courbe x,X est une droite) ou variable : 
peu importe. 

Par exemple dans le cas d'une suspension bifilaire, le module 
brut d'élasticité est représenté à chaque instant par le quo- 
tient — — : c'est une certaine fonction de l'angle de défor- 
da 

mation a. Maximum pour a = o, il décroît, s'annule au voisi- 
ne 
nage de a 1= -r- (au moins dans le cas pratique où 4^ : P est 

très petit), change de signe et devient encore maximum en 
valeur absolue pour a = u. 

De même un pendule tournant autour d'un axe horizontal est 
soumis à un couple dont le moment est de la forme K sin a, 
où a est l'angle avec la verticale : le module brut d'élasticité 
est K cos a. Maximum pour a =0, quand le pendule est dans la 

verticale, il est nul pour a z= - -, quand le pendule est hori- 






^ 
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1;.^ zontal. Il change alors de signe et devient encore maximun en 

valeur absolue pour olzzz-k. 












vt; On sera peut être étonné que nous prenions pour donner une 

^\'- idée des modules d'élasticité, l'exemple de systèmes où Télasti- 

|. cité n'intervient pas, au sens ordinaire du mot : mais nous trou- 

vons un avantage considérable à habituer le lecteur à raisonner 
sur des courbes, c'est-à-dire sur des résultats bruts d'expérience, 
sans s'inquiéter des conditions particulières des expériences qui 
ont fourni ces courbes : nous nous débarrassons ainsi d'entraves 
aussi gênantes qu'inutiles. 

Le module brut d élasticité doit nous faire connaître à chaque 
instant l'inclinaison de la courbe de déformation supposée par- 
faitement élastique, c'est-à-dire la variation de la variable méca- 
nique quand on donne un accroissement à la variable géomé- 
trique : il importe fort peu de connaître le mécanisme du 
système. 
|[ Pour des raisons que Ton va voir, on ne se contente pas du 

module brut ; on utilise deux autres modules qu'on appelle 
module d'Young et module de Coulomb ; je vais montrer 
^ comment ils se sont introduits dans la science. Je suppose tout 

('[: d'abord que les déformations sont uniquement de la nature de 

^•. celles définies au n** a. 

34. — Phénomènes de traction. Module d'Youns:. — Sup- 
posons qu'un cylindre soit déformé par une tension uniforme 
appliquée normalement à la section droite : on peut admettre, 
toutes choses égales d'ailleurs, que l'accroissement de tension 
nécessaire pour produire un certain allongement est propor- 
tionnelle à la surface initiale de la section droite. Il est d'ailleurs 
évident que l'accroissement de longueur est proportionnel à la 
longueur initiale. 

On peut poser en définitive : 

dL 

dP = Eso.-7 — ; 

E s'appelle le module d'Young. 

Cette formule ne suppose rieti de plus que ce que nous avons 
dit ; elle ne prête à aucune contestation ; bien entendu E est une 
quantité qu'à priori on n'a aucune raison de supposer constante 
et indépendante de la grandeur de la déformation. 

dP U 

L'introduction du paramètre E = -..— • — , au Heu de la 

^ dL 8« 
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dP 

quantité — - , présente l'avantage que voici : on trouvera pour 

une matière donnée une même valeur de E, quelles que soient 
les dimensions du cylindre déformé. En d'autres termes E est 
une fonction caractéristique de la matière considérée : par 
matière il ne faut pas entendre un métal ayant un certain nom, 
(du cuivre, du fer par exemple), mais un échantillon particulier, 
dans un état donné, d'un métal de composition donnée. 

L'avantage que nous venons de signaler n'est pas douteux, 
quand il s'agit d'ordres de grandeur; il devient singulièrement 
illusoire quand on veut quelque précision et qu'on se place sur 
un terrain véritablement scientifique. On peut soutenir qu'il est 
impossible d'obtenir deux fois un métal rigoureusement dans le 
même état, et que, par conséquent, donner la fonction caracté- 
ristique E de Viîtdividu considéré sous une forme ou sous une 
autre, en en distrayant explicitement le rapport Lo : So ou en 
l'y maintenant implicitement, est pratiquement équivalent. 

Evidemment ce sont là deux points de vue très différents et 
qu'il importe de préciser. Quand nous trouvons par exemple 
dans les tables que le module d'Young est, pour le fer, 
20,000 kilogs par mm*, (ce qui veut dire que 20 kilogs appliqués 
à un fil d'un mètre de longueur et d'un mm* de section produi- 
sent un allongement parfaitement élastique d'un millième, soit 
d'un, millimètre), nous ne pouvons pas considérer ce nombre 
comme applicable à tous les fers étirés en cylindre, et quelles 
que soient les déformations antérieures qu'on a fait subir au 
cylindre considéré : ce n'est qu'un nombre moyen pour fixer les 
idées I D'autre part quand nous étudions un certain cylindre, ce 
que j'appelle plus haut un individu, il importe de connaître, sauf 
de rares exceptions, le quotient dP : dL, et pas du tout le para- 
mètre E rapporté à l'unité de section et à l'unité de longueur. 
D'autant plus que la mesure de la section So est généralement 
difficile : le paramètre E est connu avec une approximation très 
inférieure à celle avec laquelle le module brut peut être déter- 
miné. 

33. — Léj^itimation de l'emploi du module d'Youn^: pour 
les métaux. — L'emploi du module d'Young s'est généralisé 
pour les métaux, parce qu'on a toujours admis qu'il est constant 
et indépendant de la grandeur de la déformation supposée par- 
faitement élastique. De fait les expériences avec les métaux sont 
si difficiles et réalisables dans un champ si restreint, qu'on ne 



52 ESSAIS DES MATÉRIAUX 

sait pas encore ce qu'il en est au juste. En d'autres termes, à 
supposer qu'on puisse abstraire des autres phénomènes les phé- 
nomènes parfaitement élastiques, aucune expérience sûre n'in- 
firme l'hypothèse que la courbe de déformation élastique est 
une droite. 
Il y a plus : après avoir déterminé sur un certain échantillon 

^ Lo dP 

le paramètre E zz — — , amenons, par un allongement per- 

manent même considérable du cylindre, la longueur à la valeur 
Lo. L'expérience montre que pendant la déformation permanente 
la densité du métal varie extrêmement peu : le fait est connu 
depuis Coulomb. Par la déformation la section devient donc 
8*0, tel que, L*o s'o = Lo So. Le paramètre E* est défini par 
l'expression : 



E' = 

et Ton a : 



L 



f 



s\ 



/ dP Y _ Lo / L', \« / dP Y 
■ V dL / ~ S, ■ V U / V dL y 



E ~\ Lo/ 



(fl 

m 



Or le rapport L*o : Lo peut être connu avec une grande appro- 

dP 

ximation : la comparaison des a quotients --- — pour le cylin- 
dre avant et après sa déformation, permet la comparaison pré- 
cise des modules dans les mêmes conditions. L'expérience 
montre que l'on a très sensiblement E = E*. 

Nous pouvons opérer autrement: déterminons E sur un 
cylindre écroui par le passage à la filière ; recuisons-le, redéter- 
minons E: nous retrouvons à très peu près le même nombre. 

Enfin les déformations élastiques sont si petites qu'aucune 
difficulté ne se présente dans la définition même du module ; 
que nous choisissions l'une ou l'autre des formules : 

P 



^.'M 



Lo dP p_Ji JP 

sr"dL"' s ■ dL' dL 

la longueur actuelle L et la section actuelle s différant toujours 
très peu de la longueur initiale Lo et de la section initiale So, 
nous trouvons pratiquement des nombres identiques pour le 
paramètre E. 



CHAPITRE III 53 

Toutes ces raisons justifient Temploi du module d'Young 
pour les métaux et les corps très peu déformables. 

36. — Cas où l'emploi du module d'Youns: n'a pas d'intérêt 
ou devient un non sens. — L'emploi du module d'Young 
devient un non sens quand on sait, d'après la nature du corps 
déformé, qu'il n'est pas homogène dans toute la section droite, 
puisque l'explicitation au dénominateur de So est légitimée pré- 
cisément par cette hypothèse. Il est donc absurbe de parler du 
module d'Young d'un fil de soie par exemple, serait-il réduit à 
un seul fil élémentaire, à ce qu'on appelle une bave. L'assimi- 
lation d'une bave à un cylindre homogène plein est absolument 
inadmissible, alors même qu'on supposerait, (ce qui est faux) la 
section constante d'un bout à l'autre de la bave. Si le fil étudié 
est homogène par rapport à la longueur seulement, on peut 
encore expliciter celle-ci et calculer le nouveau paramètre, 

dP 

Lo : mais ce calcul n a pas d'intérêt pratique ; dans les cas 

dL 

que j'envisage en ce moment, il importe seulement de connaître 
le quotient dP : dL. 

Considérons donc le cas où le cylindre déformé est parfaite- 
ment homogène; l'emploi du module d'Young n'est pas absurde; 
toutefois, il ne se rapporte à aucun phénomène intéressant. 
Nous verrons en décrivant les méthodes d'étude des déformations 
parfaitement élastiques, qu'elles correspondent soit à la mesure 

dP 

du quotient E zz ._ (méthodes directes), soit à la détermi- 

dL 

nation de la vitesse de propagation d'un ébranlement longitu- 

L dP 

dinal qui dépend de l'expression : — — , -— - . 

Or si dans le cas des métaux les déformations sont assez 
petites pour qu'on puisse considérer comme identiques les quo- 
tients L : S et Lo : So, il n'en est plus ainsi pour des corps 
comme le caoutchouc où l'allongement L : L© = A peut être 
égal à 7 ou 8. On se trouve donc en présence d'une difficulté 
dans la définition du module. 

Toute discussion à ce sujet est d'ailleurs rendue vaine par le 
fait suivant: que Von prenne l'une ou Vautre des définitions du 
w*35, le paramètre E n^est pas constant même approximativement. 
Nous n'avons donc qu'à déterminer (nous verrons plus loin avec 
quelles précautions) le quotient dP : dL, ou l'expression L. dP: 
s. dL, suivant la méthode utilisée, sans nous soucier de donner 
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à ces quantités un nom spécial, ou de leur attribuer une impor- 
tance particulière qu'elles n'ont pas. 

37. — Phénomènes de torsion. — Module de Coulomb. — 
J'ai montré au n* 31 que le couple qui résulte de la torsion d'un 
cylindre circulaire, est donné par la formule due à Coulomb: 

C ^ ~ . pt- «■ — 1^ . Nous appellerons le paramètre [i module 

de rigidité ou module de Coulomb. 

II est clair que l'emploi de cette formule, et par conséquent 
la définition du paramètre }j., n'ont de sens que si la torsion se 
fait suivant les lois que nous avons énoncées plus haut (n" 13 et 
31). En particulier le calcul du module |i est impossible dans 
tous les cas où nous savons, par la nature du corps déformé, 
qu'il n'est pas homogène dans une section droite. Par exemple 
déterminer le couple C en fonction de l'angle a pour un fil de 
soie, même réduit à une seule bave, mesurer tant bien que mal 
te rayon puis appliquer la formule précédente et calculer une 
valeur de jx, est purement et simplement absurde. 

Dans le cas où il s'agit d'un tube dont les rayons intérieur et 
extérieur, sont Ri et Rs, les mêmes raisonnements donnent la 

formule : C — -j- . ~ — (R^ — R,). Cela revient à supprimer 

du couDle produit par le cylindre plein Ra, le couple produit 
par le cylindre plein Ri qui remplirait la cavité: ce procédé est 
légitime, puisque l'expérience montre que les tubes élémen- 
taires infiniment minces concentriques ne réagissent pas les uns 
sur les autres. 

38. — Qénéraiisation de la formule de torsion. — Nous 
allons chercher l'expression du couple résultant de la torsion 
d'un cylindre dont la section n'est pas circulaire. Les hypothèses 
que nous allons faire sont loin d'être rigoureuses ; à peine sont- 
elles suffisantes pour les déformations parfaitement (élastiques 
toujours petites de cylindres dont la section est voisine du cercle. 
Nous supposerons: i" que la torsion se fait autour d'une droite 
parallèle aux génératrices du cylindre qu'on appelle axe de tor- 
sion et qui reste droite pendant la déformation ; a* que les sec- 
tions droites du cylindre ne sont pas déformées pendant la torsion, 
mais ne font que tourner les unes par rapport aux autres : toute 
parallèle aux génératrices se transforme donc en une hélice. 

Il ne nous reste plus qu'à transporter dans le cas général les 
hypothèses du n* 31. La force due à chaque élément dui de l'une 
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quelconque des sections droites est proportionnelle à Taire de 
cet élément et à sa déformation mesurée par l'expression ar : L 
où r est la distance à Taxe de torsion, L la longueur du cylindre. 
Le couple dû à cet élément est donc : r. d(o. ar : L. Le couple 
résultant est enfin l'intégrale appliquée k toute la section droite 

fJLOC 

L*intégrale // r® do) représente le moment d'inertie de la section 
droite par rapport au point O qui est la trace sur cette section 



//rîd 



(I) 




FIG. 2) 

de Taxe de torsion. Il s'agit de définir la position de ce point. 
Nous poserons qu'il est tel que, si on y transporte toutes les for- 
ces résultant des déformations, la résultante de ces forces soit 
nulle. 

Soit O ce point ; menons deux axes rectangulaires quelconques 
Ox et Oy et projetons toutes les forces sur ces axes. La force qui 
résulte de l'élément dio, est égale à rdw, au coefficient (xa : L 
près. Ses projections sur les axes x et y sont xdw et ydw. Les 
conditions pour que la résultante soit nulle sont donc : 

// X do) = o, // y dû) iz o ; les intégrales étant étendues à 
toute la section droite. 

Ces conditions définissent le centre de gravité de cette section. 

Appelons I le moment d'inertie de la section droite par rap- 
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port à son centre de gravité (c'est-à-dire pas rapport à une 
droite normale à la section droite et passant par ce centre de 
gravité — droite qui n'est autre que Taxe de torsion : ce moment 
d'inertie s'appelle quelquefois le moment (Tineriie polaire)^le 
couple résultant de la torsion a pour expression définitive : 

jxal 



c = 



(I) 



TZ 



U-' 



"»» 



Dans le cas du cercle, I = — - R*. Substituant dans l'équation 

précédente, nous retrouvons la formule du n^ 37, qui est rigou- 
reusement exacte. Mais dans tous les autres cas, la formule que 
nous venons d'établir est inadmissible à moins qu'on ne l'appli- 
que à un polygone régulier différent très peu d'un cercle. Nous 
en avons parlé parce qu'elle se trouve dans les traités de résis- 
tance des matériaux et pour mettre le lecteur en garde contre 
son emploi. Les hypothèses que nous avons faites sont fausses : 
les sections droites se déforment et ne restent plus planes pen- 
dant la torsion. 

On connaît des formules plus exactes. 

Ainsi pour une section elliptique la formule précédente don- 
nerait : 

I = -^ AB (A2 -+. B2) 

4- 

C = Jil . 4 AB (A* + B«) 
L» 4 

OÙ A et B sont les axes de l'ellipse. La formule exacte est au 
contraire : 



C=^.. 



A3B3 



\^-h& 



. (^) 



Appelant s = ttAB l'aire de la section droite, on peut la mettre 
sous la forme : 

t4 



C = 



S' 






Ainsi pour une aire donnée de la section droite^ le couple C, 
loin d'être proportionnel au moment d'inertie de la section 
droite, est en raison inverse de ce moment. 

11 suffit de tordre un ruban métallique pour constater que les 
sections se déforment, s'incurvent, et se rendre compte de la 
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fausseté des hypothèses que nous avons énoncées tout d'abord et 
de la raison des résultats d'une théorie plus rationnelle. 

Ecrivons la formule applicable à la section elliptique de la 

manière suivante : C^ —, K. — . (3). 

Lé 1 

Pour l'ellipse le coefficient K zz -t-t- =: 0,0253. 

La théorie montre que l'expression (3) est très généralement 
applicable en faisant varier fort peu le coefficient K. Voici ce 
qu'on obtient pour les formes rectangulaires les plus usitées. 

4 

Soient 2A et 2B les côtés du rectangle : I = ^ (A2+B»)AB., 

s = 4AB. 

Il suffit de prendre 

Pour A r: B, A zi 2B, A = 4B, A = 8B, 
K =z 0,0234 0,0238 0,0249 0,0260. 

Remplaçons dans la formule 3, s et I par leur valeur, nous 
trouvons pour les rectangles une expression de la forme 



L A2-hB? 

Pour l'ellipse K' =r 3,142; pour les divers rectangles, on 
trouve 

A = B, A = 2B, A = 4B, A 1= 8B, 

4,493 4,570 4,781 4,992. 

Ces formules ont une curieuse application dans les galvano- 
mètres à cadre mobile. Donnons au fil une section d'aire inva- 
riable et, par conséquent, une résistance invariable pour une 
longueur donnée. D'après la formule 3, s étant donné et le 
coefficient K étant à peu près invariable, quel que soit le rap- 
port A : B, il y a avantage, pour augmenter la sensibilité, à faire 
I le plus grand possible. Conséquemment, on ne laisse pas au fil 
la forme circulaire, mais on utilise un ruban métallique. 

39. — Flexion plane. — Conformément à notre plan, nous ne 
traitons que les questions théoriquement les plus simples et qui 
permettent des expériences véritablement scientifiques. Nous 
limiterons donc notre étude à la flexion dite plane. Un cylindre 
homogène, horizontal pour fixer les idées, est soumis à des forces 
verticales : on suppose que la section droite du cylindre et que 
les forces admettent un plan de symétrie vertical P. Dans ces 
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conditions, lexpérience montre que la flexion est plane, c'est- 
à-dire que tous les éléments du cylindre qui se trouvent primiti- 
vement sur une horizontale (fibre horizontale), forment après 
la déformation des courbes situées dans im plan vertical (fibre 
déformée). Le plan primitif de symétrie P reste donc plan de 
symétrie du cylindre déformé. 

De plus les sections droites parallèles entre elles du cylindre 
primitif restent des sections droites du cylindre déformé : elles 
conservent très sensiblement leurs dimensions. En définitive, 
deux sections droites infiniment voisines et distantes de dx, 
parallèles au début, font maintenant un petit angle 0, leurs plans 
se coupent suivant une droite dont la trace, sur le plan invaria- 
ble de symétrie, est le centre de courbure des fibres déformées, 
c'èst-à-dire des courbes en lesquelles se transforment les droites 

parallèles aux génératrices du cy- 
lindre primitif. Soit p le rayon de 
courbure : on a pô = dx. La théo- 
rie qui suit n'est rigoureusement 
R ^ A applicable que si est très grand 

par rapport à la plus grande di- 
mension de la section droite paral- 
lèlement au plan de symétrie. 

Considérons une tranche mince 
du cylindre, comprise entre deux 
sections droites ; divisons cette 
tranche elle-même par des plans 
verticaux parallèles au plan de sy- 
métrie P. Nous obtenons des élé- 
ments qui, avant toute déforma- 
tion, doivent être représentés sur 
un plan vertical par un rectangle. 

Après la déformation, ils ont pris 
la forme de trapèzes curvilignes, 
tels que celui représenté (fig, 24) 
en ABCC'B^A'. Les droites AC et 
A'C sont les traces des sections 
droites ; leurs plans se coupent 
suivant une droite normale au plan du tableau et dont la trace 
sur ce plan est au point O. Le rayon de courbure OA = p est 
supposé assez grand par rapport à AC, pour qu'on puisse poser 
avec la même approximation OA = OC = p. 



A 








FIG. 34 
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Cherchons les conditions d'équilibre de cet élément et de la 
tranche à laquelle il appartient. 

D'après nos hypothèses, les forces extérieures se réduisent à 
une résultante verticale (c'est-à-dire dirigée sensiblement suivant 
CO), et à un couple dont l'axe est normal au plan de symétrie P 
(c'est-à-dire normal au plan du tableau). 

1° La résultante verticale produit ce qu'on appelle un effet 
tranchant © ; elle tend à séparer la tranche des parties voisines, 
à produire un eflFet de cisaille suivant les sections droites qui la 
limitent. Nous pouvons négliger pour l'instant les déformations 
toujours faibles qui résultent de cet effort. Nous retrouverons 
d'ailleurs cet effort tranchant au n® 6i . 

20 Le couple doit être équilibré par un couple égal et inverse 
qui résulte de la déformation de la tranche ou, si l'on veut, de 
l'ensemble des forces qui proviennent de la transformation des 
éléments qui forment cette tranche, de rectangles en trapèzes, 
comme nous l'avons expliqué plus haut. 

Or cette transformation exige l'allongement de certaines fibres 
(telles que CCi qui devient CC') et le raccourcissement d'autres 
fibres (telles que AAi qui devient AA'). Ces allonge- 
ments et raccourcissements ne peuvent provenir que de forces 
horizontales : comme par hypothèse aucune force extérieure 
n'est horizontale, il faut satisfaire une première condition ; à 
savoir que la somme algébrique de toutes ces forces horizontales 
soit nulle. 

Nous allons tirer de cette conditition la position ce qu'on appelle 
les fibres neutres. Par fibre nous avons désigné les cylindres élé- 
mentaires qui composent au début le cylindre non déformé, et 
qui deviennent les baguettes élémentaires constituant le cylin- 
dre déformé. Les fibres neutres sont celles qui, dans la déforma- 
tion, ne subissent ni allongement ni raccourcissement. Dans le 
cylindre non déformé, elles forment un plan ; par la déformation 
ce plan devient un cylindre dont les génératrices sont perpen- 
diculaires au plan du tableau. Le fibre BB' de la fig. 22 est une 
fibre neutre. La surface formée après la déformation par les 
fibres neutres est un cylindre, puisque son intersection par les 
sections droites qui par hypothèse ne se déforment pas, ne peut 
être qu'une droite. Ces droites parrallèles sont les génératrices 
du cylindre formé par les fibres neutres après la déformation. 
Avant la déformation le cylindre est un plan. 

Ce qui précède revient à admettre que la section AiCi tourne 
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autour d'une certaine droite A normale au plan du tableau dont 
la trace est en B' et qui est, avant la déformation, Tintersection 
du plan des fibres neutres avec la section A'C 

Soit z la distance d'un élément do) de la section droite à la 
ligne que nous venons de définir. 

L'allongement de la fibre de longueur dx et d'aire do) est 

dx 

z6 =: z. . D'après la définition du module dToung, la force 

c 

horizontale nécessaire pour produire cette déformation est: 

— z6 Ezda> 

E --- d(o= : elle est dirigée vers la droite. 

dx ^ 

Pour les fibres qui subissent un raccourcissement et pour les 
quelles la force est dirigée vers la gauche, la formule précédente 
s^applique à la condition de prendre z négativement au-dessous 
de la droite A. 

La condition à laquelle nous sommes parvenus ci-dessus, con- 
siste donc à écrire : 

//zdo) = o, l'intégrale étant étendue à la section toute entière. 

Elle est satisfaite si la droite A passe par le centre de gravité 
de cette section . 

En définitive toutes les fibres horizontales du cylindre non 
déformé, qui se trouvent sur l'horizontale A passant par le cen- 
tre de gravité, ne subissent ni allongement ni raccourcissement 
pendant la déformation : ce sont les fibres neutres. 

30 II faut maintenant écrire que le couple qui résulte des 
déformations et dont l'axe est normal au plan du tableau, fait 
équilibre au couple extérieur. Calculons la somme des moments 
des forces par rapport à la droite A : elle s'exprime par l'inté- 
grale : 

C = — //z^do), étendue à la section droite entière. 

Or elle représente le moment d'inertie I de cette section par 
rapport à la droite A ; nous avons en définitive : 

c = -S-, 

P 

pour l'équation d'équilibre. 

40. — Autre forme de l'équation d'équilibre. — Qénérali- 
sation. — Rapportons le cylindre à deux axes, l'un x horizontal, 
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Tautre y vertical et dirigé vers le bas. On sait que le rayon de 
courbure a pour expression : 

1 dx» 



f r. /jyY]T 



['+fên 



Par hypothèse la courbure est toujours faible, les fibres 
toujours à peu près horizontales. On peut poser sans erreur sen- 

1 d^y dy 

sible — = -T^ 9 "T— étant néfflic:eable devant Tunité. 
p dx» ' dx ^ ^ 

L^équation différentielle de la courbe formée par le cylindre 

fléchi est en définitive : 

d'y 
C = El. — r-s- ï C est une fonction de x donnée par Ténoncé 
dx* ^ 

du cas particulier que l'on traite. 

GÉNÉRALISATION. — La théorie précédente suppose que le corps 
déformé est un certain cylindre : il peut être défini comme le 
volume engendré par le déplacement d'une aire plane ayant une 
droite de symétrie. Dans ce déplacement, i"" cette droite est paral- 
lèle à un plan P qui est le plan de la flexion plane ; a' le centre 
de gravité de Taire décrit une droite D qu'on appelle la ligne 
moyenne ; y le plan de cette aire reste normal à la droite D. 

La généralisation suppose toutes lés conditions précédentes 
sauf une : la courbe D n'est plus une droite : c'est une courbe 
quelconque parallèle au plan de la flexion plane, dont chaque 
point sera défini par sa distance x à une des extrémités comptée 
sur la courbe D elle-même. 

En reprenant les raisonnements précédents, on verra facile- 
ment que Téquation d'équilibre est: 

C = El i 1 ; Po est le rayon de courbure initial du 

\ P Po / ' 

lide que nous venons de définir, en un point défini par un cer- 
tain x; pest le rayon de courbure au même point après la défor- 
mation; C est le couple en ce point, couple dont l'axe est toujours 
supposé perpendiculaire au plan de symétrie ; I est le moment 
d'inertie de la section droite par rapport à la droite A passant 
par le centre de gravité et normale au plan P. 

Autre généralisation. — On peut admettre encore les mêmes 
équations d'équilibre, si la section droite au lieu d'être cons- 
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tante, est lentement variable. Il faut alors considérer I comme 

une fonction de x. 
41. — Etude de quelques cas imrticuliers. Barre cylindrique 

de longueur L encastrée à une de ses extrémités et fléchie 

par une force P appliquée à l'autre et normale à sa direction. 

Mesure de la flèche. — On appelle flèche le déplacement de 

l'extrémité libre paral- 
lèlement au plan de 
symétrie. Comptons les 
X à partir du point A. 
Menons des tangentes 
en B et C au solide dé- 
formé ; quand on passe 
de B à C, c'est-à-dire 
quand x croît de dx, la 
flèche croît de df. Or 
pe = dx,(L — x)0 = df; 

d'oùdf = -i^-=l^.dx. 

G 
t 

Ceci indépendamment 
FiG. 25 de toute équation d'é- 

quilibre. 

El 

Appliquons maintenant l'équation d'équilibre : C = . Le 

G 
k 

couple est dû uniquement au poids P: son moment sur l'élément 
dx est donc (L — x)P. D'où les relations : 




P 



(L - x)P 
El 



M = — .{L^x)^ûx 



P /*^ 
La flèche entière est : f = -=7- / (L — x)^ dx 

El Jo 

Forme db la Courbe. 

Son équation est C — EI-^^=(LÎ— x) P 



PL3 
3EI 



PL 
2E1 



r2 — 



éEI 



Les constantes d'intégration sont fournies parles conditions que 

dy 

pour X rz 0, on ait y ir o et -- — = o, cette dernière relation 

exprimant l'encastrement. Pour x =: L, on retrouve évidem- 
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ment y = f . La courbure — de la courbe est proportionnelle à 

P 
la distance du point considéré à Textrémité de la barre fléchie ; 

c'est un résultat sur lequel je me suis appuyé aux n°' 13 et 14. 

Voici dans deux cas particuliers quelles sont les valeurs de la 
flèche. 

Section circulaire. — Le moment I par rapport à un diamètre 

estl = — R*;f=— . -=5r-. 
4 3 ttER* 

Section rectangulaire. — Appelons 2A le côté parallèle au 
plan P de symétrie, 2B le côté parallèle à la droite A. Le mo- 
ment d'inertie par rapport à A est: 

Ces formules sont très suffisamment exactes quand il s'agit de 
mesurer le paramètre E, à la condition bien entendu que les 
déformations soient petites. 

Elles ne sont pas absolument rigoureuses pas plus que la théo- 
rie qui les donne : quand on fléchit un prisme les faces se 
creusent toujours plus ou moins. Leur exactitude est toutefois 
incomparablement plus grande que celle de la formule généra- 
lisée de la torsion (n* 38). 

42. — Ressort spiral soit plan soit cylindrique (ressort 
à boudin). — 

Je supposerai ^ 

dans ce qui suit 
qu'une des ex- 
trémités dures- 
sort spiral est 
fixe et qu'on 
applique à l'au- 
tre un couple 
dont l'axe est 
normal au plan 
du ressort dans 
le premier cas, 
parallèle à l'a- 
xe du cylindre 
dans le second. 
Je supposerai 
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de plus que les spires du ressort cylindrique sont très rapprochées 
et par conséquent font avec Taxe du cylindre un angle voisin 
de 90**. J'étudie le ressort spiral parce qu'il fournit une méthode, 
sinon très correcte, du moins très commode pour mesurer les 
modules d'Young. Je me bornerai donc à énoncer certains ré- 
sultats sans les démontrer, pour ne pas perdre de vue l'objet 
fondamental de ce traité qui n'est pas l'étude de ce qu*on ap- 
pelle ia théorie de Vélasticité^ mais bien une introduction à 
l'étude physique des déformations tant élastiques que perma- 
nentes. 

L'une des extrémités A du ressort spiral est fixe ; l'autre B 
est solidaire dune pièce tournant autour d'un axe vertical inva- 
riable O. C'est exactement ce qui a lieu par exemple dans le 
régulateur d'une montre. Supposons que la pièce OB tourne 
d'un angle a. L'expérience prouve que généralement il résulte 

de cette rotation non seulement un 

t couple C, mais bien un couple C plus 

une force F, dont nous appellerons 
X et Y les composantes sur deux axes 
Ox et Oy. Cela veut dire que si la 
pièce OB était libre et qu'on la fit 
tourner entre deux doigts de ma- 
nière à produire un couple, elle se 
déplacerait parallèlement à elle-même 
au lieu de rester centrée sur la droite 
dans le point O est la trace. Il faudrait 
ensuite appliqué la force X, Y dans le 
plan xoy pour la ramener à sa position 
initiale. L'expérience est très facile à 
faire avec un ressort un peu gros (pe- 
tite pendule ou réveille-matin). 

En résumé toute rotation a produit 
un couple C dont l'axe est perpendi- 
culaire au plan xoy et une force X,Y 
appliquée au point O dans le plan xoy. 
Supposons cette déformation effec- 
tuée : solidifions alors toute la partie 
1B0M du ressort, comprise entre le 
point Bet un point quelconque M et 
cherchons la condition d'équilibre 
FiG. 27 d'un petit élément MM' pris à partir 
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du point M. Nous pouvons supposer que la pièce OB est libre, 
pourvu que nous ajoutions la force X, Y. Transportons au point 
M le couple C et la force X, Y; tout se passe comme si la partie 
BM était supprimée, et comme si nous appliquions directement 
en M le couple C -f- Yx — Xy. Naturellement la partie non 
solidifiée AM' exerce en M' un couple égal et opposé: l'élément 
MM' est en équilibre sous Faction de ces deux couples; il est 
seulement déformé. La fig. 35 montre comment l'équilibre a 
lieu en même temps que la déformation. 

Appliquons maintenant la formule générale du n* 40. Il vient 
en définitive : 

C -f- Yx — Xy = El I j qui est Téquation cherchée. 

Admettons, et c'est là précisément où se trouve la difficulté 
quand on veut réaliser un calcul rigoureux, que le spiral ait une 
forme telle que les pressions sur Taxe O (mesurées par les forces 
X et Y) soient négligeables. Il reste seulement: 

C = El I ■ ; discutons cette équation. 

Elle s'applique à tous les éléments : appelons ds la longueur 
de l'élément MM' ; multiplions les deux membres par ds et 
intégrons pour toute la longueur L du spiral : C est une contante 
dans l'intégration et /ds z= L. Il vient : 



-=K/t-/t) 



Or — est 1 angle dô que font les 2 normales menées aux 

P 

/ds 
= /dO, est l'angle que font 

entre elles les normales menées au point A et B quand le 
corps est déformé. La parenthèse représente donc la variation 
de cet angle; puisque la normale en A est invariable, cette 
variation est précisément égale à l'angle a; d'où l'équation qui 
résout le problème : 

Ela 



Quelle que soit la forme du spiral plan ou cylindrique (pourvu 

5 



^ 
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que les spires soient suffisamment rapprochées), le couple est 
donc proportionnel à l'angle de torsion, en raison inverse de la 
longueur, et proportionnel au produit El, qu'on appelle quel- 
quefois le moment d'élasticité. 

J'ai donné plus haut la valeur de I pour les sections circulaire 
et rectangulaire : dans ce dernier cas il faut que Tun des côtés 
du rectangle soit parallèle au plan de flexion, pour que la 
flexion reste plane. 

43. — Courbes terminales du spiral. — Nous avons négligé 



r< 



/y ds zz Lyi, en appelant xi et yi les coordonnées du centre 
de gravité de la courbe ; le terme négligé a donc pour expres- 
sion : 

L (Yx, - Xyi) 

Il s'évanouirait si la force X,Y était nulle ou passait toujours 
par le centre de gravité de la courbe formée par le spiral. En 
fait, la première condition est toujours à peu près satisfaite ; 
dans les montres, par exemple, on ne remarque aucune usure 
spéciale de Taxe du régulateur. Il est bon d'observer que les 
angles dont est tordu le spiral d'un chronomètre peuvent attein- 
dre une fraction notable de tour, quelquefois plus d'un tour, 
tandis que dans la détermination de E la torsion est générale- 
ment de quelques degrés. Enfin, on demande à un chronomètre 
une précision que n'ont pas à égaler les expériences où il ne s'agit 
pas de rendre absolument constant un phénomène, mais de 
comparer des phénomènes entre eux : problème d'un ordre tout 
différent. Quoi qu'il en soit, j'indiquerai en quelques mots la 
solution du problème dit des courbes terminales du spiral^ à 
cause de son importance en horlogerie. 

On peut d'abord transformer le problème en une simple ques- 
tion de géométrie. Si le terme que nous négligeons est effecti- 
vement négligeable, est une quantité constante, ce qui 

revient à dire que le changement de courbure est uniforme tout 
le long du spiral. Admettons qu'il en soit ainsi et voyons quelles 
seraient les conditions à satisfaire. Considérons, par exemple, 
le spiral cylindrique fig, 28 dont les spires se projettent les unes 
sur les autres et qui se termine par deux courbes AC et BD ; 
l'une aboutit au point fixe A ; l'autre au point mobile B, qui par 




FIG. 28 
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hypothèse doit tourner autour du point O et de manière que la 
tangente en B fasse avec OB un angle invariable. 

Or, si le chan- 
gement de cour- 
bure est constant, 
toute la partie cy- 
lindrique se trans- 
forme en un autre 
cylindre de rayon 
plus petit ou plus 
grand : nous n Sa- 
vons donc pas à 
nous en occuper. 
Considérons seu- 
lement les cour- 
bes terminales : elles doivent être telles qu'après un changement 
constant de courbure, le centre de courbure au point Coù l'on 
aboutit à la partie cylindrique, reste au point invariable O. En 
définitive, le problème géométrique est celui-ci : une courbe 
ACou BD est assujettie à avoir en A ou B une tangente faisant 
un angle invariable avec OA ou OB : (ou, ce qui revient au 
même pour le raisonnement, est encastrée en A ou en B). Elle 
se raccorde en C ou D avec une circonférence de centre O. On 
impose un changement uniforme de courbure : déterminer la 
forme de la courbe de manière que le centre de courbure au 
point C ou D reste invariablement en O, pour des changements 

suffisamment petits. 

? po 

Le calcul montre que la courbe terminale AC doit satisfaire 
aux conditions suivantes : i' son centre de gravité doit être sur 
la perpendiculaire C'OC" au rayon OC du point de raccordement; 
2* soit / la longueur de la courbe terminale, r le rayon du cylin- 
dre ; la distance du centre de gravité au point O doit être égale 
à r2 : /. 

COEFFICIENT a DE POISSON 

44. — Définition du coefficient a de Poisson. — L'expérience 
la plus grossière montre qiie les dimensions transversales d'un 
cylindre allongé par une tension uniforme appliquée norma- 
lement à sa section droite, diminuent quand on impose un 
allongement permanent notable. Des expériences plus précises 
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prouvent quUl eu est de même quand la déformation reste par- 
f alternent élastique. 

On appelle coefficient (x de Poisson le rapport de la dimi- 
nution de l'unité de longueur dans la section droite, à rallon- 
gement de l'unité de longueur dans le sens longitudinal, quand 
la déformation est parfaitement élastique. Soient Vo, Lo, Do le 
volume, la longueur du cylindre et la longueur d'une de ses 
dimensions transversales (son diamètre si la section est circu- 
laire) quand la tension est nulle ; soient V, L, D les mêmes 
grandeurs quand le cylindre est tendu par une charge P. Posons 
comme toujours L : Lo = A, D : Do =r A, V : V© = * ; le coef- 
ficient (I de Poisson est défini par l'équation : 

_ Do — D Lo _ 1 — A 
"" ■" L ~ Lo • Do ~ A— I • ^^^ 

* =: AA« = A f 1 — <r (A — !)]« 

Quand la déformation est petite, A est voisin de I ; on peut 
négliger les termes en (A — l)^. Il vient alors : 

4>— l=(l— 2<j)(A-- I) (2). 

La densité du cylindre allongé varie proportionnellement à 
A — I ; elle diminue tant que d est compris entre et 0,5 ; elle 
augmente pour toutes les valeurs de <j supérieures à 0,5. 

L'expérience montre que pour les substances isotropes telles 
que le verre, les métaux,... rs est compris entre et 0,50; la 
densité diminue toujours par l'allongement. 

La valeur numérique de d varie d'ailleurs d'un corps à Taulre 
et même d'un échantillon à l'autre d'une même matière, suivant 
les opérations antérieures imposées (tréfilage, martelage ..). 

Il est important de ne pas confondre les petites variations de 
densité dont je viens de parler, avec les variations qui peuvent 
résulter d'une déformation permanente, Elles n'ont ni même 
grandeur, ni quelquefois même signe. Les premières dépendent 
de la déformation actuelle et sont temporaires comme elle ; les 
secondes sont permanentes et résultent du changement d'état que 
nous avons appelé écrouissage. Tandis que la compression 
élastique produit, on peut dire toujours, un accroissement de 
densité, il peut arriver que le martelage, le tréfilage,... dimi- 
nuent au contraire la densité, si paradoxal que soit le phénomène^ 
41). — Définition plus générale du coefficient de Poisson. — 
La définition précédente du coefficient de Poisson est inaccep- 
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table pour les corps très dilatables comme le caoutchouc. En 
somme et indépend atnmejit de toute théorie^ le coefficient d 
envisagé du point de vue où nous nous sommes placés, doit 
permettre d'exprimer les variations de densité en fonction des 
allongements. Il doit pouvoir être considéré sans absurdité 
comme constant, quel que soit l'allongement A. 

Nous le définirons comme le rapport de la diminution, non 
plus totale, mais actuelle, de Tunité de longueur dans la section 
droite — à l'allongement, non plus total, mais actuel, de l'unité de 
longueur dans le sens longitudinal. Nous écrirons donc : 

dA dA 






(I') 



A A 

formule qui redonne bien la formule (i) quand A et A sont très 
voisins de l'unité. Lorsque d est constant, la formule (i*) s'intè- 
gre et devient : 

log A zzi — (T log A. (1") 

Comme généralement <l> = A^ A, on trouve, avec la définition 

plus générale : 

d<l> . dA 

et lorsque c est constant : 

log <ï) = (1 — 2(j) log A. (2'") 

formule qui redonne bien (2) quand A et par conséquent * dif- 
fèrent peu de l'unité. 

On trouve par exemple pour le caoutchouc une valeur de a 
constante et très voisine de 0,50; il revient au même de dire 
que la densité du caoutchouc ne varie pas sensiblement par 
l'allongement. Les expériences les plus précises montrent cepen- 
dant que la densité décroît un peu : d est inférieur à 0,50 d'un 
ou deux centièmes. 

46. — Relation possible entre E, fx et d. — Je vais montrer 
qu'il existe certainement une relation entre les trois paramètres 
définis dans ce chapitre, à la seule condition que le principe de 
Il superposition des forces ou des déformatioiis soit admissible. 
Voici quel est son énoncé : les déformations dues à diverses 
forces extérieures agissant isolément se superposent^ c'est-à-dire 
se composent géométriquement ensemble^ lorsque les forces s'exer^ 
cent simultanément. On connaît encore ce principe sous le nom 
dQ principe des petits mouvements. 

Il semble bien être admissible pour de très petites déforma- 
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tions.Un son est entendu à travers une paroi solide avec le même 
timbre et la même intensité, quels que soient le nombre des 
sons qui raccompagnent, leur intensité et leur direction de pro- 
pagation. Déjà cependant on rencontre en acoustique des phé- 
nomènes (sons résultants) qui 
ne s'expliquent bien qu'en 
cessant de considérer le prin- 
cipe des petits mouvements 
comme appiicable.il n'a plus 
aucune probabilité pour les 
grandes déformations des 
corps très dilatables comme 
le caoutchouc ; les déforma- 
tions qui résultent de l'appli- 
cation simultanée d'un sys- 
tème de forces, ne sont plus 
les résultantes géométriques 
des déformations dues à cha- 




B 



S 

FIG. 29 

cune des forces agissant isolément. 

Supposons que le principe s'applique. Soitfîg. 29 un cube qui 
sera tout à l'heure tendu par des forces verticales uniformément 
réparties normalement aux ho- 
rizontales AB et DC. Le cube 
nous présente une de ses faces 
verticales. Considérons aussi le 
prisme droit MNRS inscrit dans 
le cube. 

Lorsque nous appliquons les 
tensions, le cube se transforme 
en un prisme droit à base carrée 
A'B'C'D' (fig. 30). La déforma- 
tion est petite, de sorte que nous 
pouvons continuer à raisonner 
sur la fig. 29. 

Il est évident que nous avons 
le droit de supprimer les prismes 
droits triangulaires MND, NRC, fig. 30 

ASM et SBR, pouvu que nous transportions sur les faces du 
prisme MNRS les forces qui agissaient primitivement sur les 
faces horizontales du cube, c'est-à-dire la tension uniforme que 
je désignerai par F. 
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Cette tension peut se décomposer en des tensions normales 
N, et des forces tangentielles C. Ces dernières forment deux sys- 
tèmes de couples se faisant équilibre. L'angle a étant égal à 45®, 
la surface MS étant égale à A5 : cos a, la force tangentielle C 
par unité de surface est égale à F cos* a rr F : 2. 

En définitive, nous pouvons considérer que le prisme droit 
MNRS se déforme sous l'action de deux systèmes de forces. Des 
forces normales qui s'équilibrent et dont la valeur par unité de 
surface est F : 2 ; des forces tangentielles qui s'équilibrent et 
dont la valeur par unité de surface est encore égale à F : 2. 

Tout le raisonnement qui suit suppose que la déformation 
afigulaire du prisme MNRS, sous l'action des couples C, est 
exactement la même que si les forces normales N n'existaient 
pas : c'est là que s'introduit l'hypothèse de la superposition des 
déformations. 

Or il est aisé de calculer la déformation angulaire du prisme 
car il reste inscrit dans le prisme droit A'B'CD', dont la forme 
est connue. 

La dimension AD primitivement égale à I, est devenue A; 
la dimension DC primitivement égale à 1 est devenue A, et nous 

avons : <t = , puisque les déformations sont petites. 

A — I 

Le triangle OEB' fournit la relation : tg f ^) ^^ — > 

comme e est petit, il vient : 

1—6 A A — A 



I -h e A ' A-l- 



2e=(l-+.a)(A-l) (i) 



On peut en eflfet remplacer sans erreur sensible A -h A par 2 . 
Revenons maintenant au n' 31 et à la figure 20. Nous devons 

F 

avoir d'après la définition de u. : C = — = îx.2e (2). 

D'autre part la définition de E fournit la relation: FzzE (A — I) 
(3). Combinant les équations (i) (2j et (3), nous trouvons enfin 
entre E, u. et d la relation annoncée : '^ 

Ë = 2j.(l-+.<7) (4). 

47. — Valeurs théoriques de (7, — Si curieuse que soit la re- 
lation (4), il ne faut pas s'illusionner sur son peu d'intérêt prati- 
que. Il est beaucoup plus difficile de mesurer «r en partant 
de sa définition (n* 44) que de mesurer directement E ou fx ; 
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d'autre part, calculer 3 après avoir déterminés directement E 
cl 1 e$t SLieiitilîquemeiit intéressant, maïs ne conduit éridem- 
ment à aucune applicaiion. On s'est donc préoccupé depuis long- 
temps de savoir si par hasard 1 naurait pas dans tous les corps 
isotropes la même râleur, auquel cas la connaissance d'un des 
deux paramètres E ou » suttirait pour calculer l'autre. On a 
donc construit des théories des dél'ormations parfaitement élas* 
rquesd^nt que'ques-unesfL-arnissent pour c une valeur indépen- 
dame du corps considéré. Par eiempte certains auieurs ont 
^i:::enu que s ttail lo::iours é^l à 0,25. ou toujours égal à 0,i3 
pour les corps isotropes. On aurait ùonc 

E = 2.S3i, E=2.66:.i. 

Au->i:rd hui l'on sait que s est très variable suivant le corps 

^■■■'.î:ie.'if. La îhe^.irie aa'^jri'a.:: c'.ass'^Lie des de for::-, a lions 

rar:i::e:i:e=: elisî-.qiie*, qj: semble à peu prcs certaine pr^r les 

t.mes;» vi:e-.;rsco~rr:sesez:reOe:0,SO;e:ie aà=e: rir c:=- 

s<^cue=-. :c-.:;e>;esre:a-.;.=s jc- riisesenire E = 2a et Ê = J». 

Ces: ■-.■j: ce cuiresie c'us s.-rr.bre :::Î2ide =:tn;;:res sjr la 

c,'':ve-; s:re rcal.sees p-:.r ç"-e Ces c.-c'.usi. r.s sc:c::: tj".i>'.=s. 
isiv,-.r la r^'Ss:'r.I li i'arr'.ica:;::! ùi; rrnc.re ic superp-s r.::: 

sen r. 
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48. — Difficultés de la mesure des modules. — Application 
théorique des forces extérieures. — Si contestables que soient 
quelques-uns des résultats du chapitre précédent, notre tâche 
était aisée comparativement à ce qu'elle devient au moment où 
nous abordons l'étude expérimentale des déformations parfaite- 
ment élastiques. 

Une première difficulté se résout immédiatement. La défini- 
tion des modules entraîne une application convenable des for- 
ces extérieures. Nous avons admis que dans le cas de la traction 
d'un cylindre, la force est uniformément répartie normalement 
aux sections droites termi;iales. 

Dans le cas de la torsion d'un cylindre, la force doit satisfaire 
à une loi de distribution plus complexe: elle est proportionnelle 
à l'aire de l'élément à laquelle elle s'applique et à la distance de 
cet élément à l'axe du cylindre. Pour la flexion, la loi de répar- 
tition est analogue. Je m'en tiens aux cas les plus simples. 

Cependant il est clair que nous ne pouvons par aucun procédé 
répartir expérimentalement les forces extérieures suivant des 
lois aussi complexes et données à l'avance : nous sommes bien 
forcés de saisir les extrémités du cylindre tendu, tordu, fléchi 
entre des mâchoires, d'appliquer les forces suivant des lois géné- 
ralement inconnues et d'une complication non moindre mais 
très différente de la complication théorique. 

Fort heureusement cela ne semble pas avoir grande impor- 
tance, 5'// s* agit de pièces qui soient longues par rapport aux 
dimensions des parties oit sont appliquées les forces extérieures. 
Cette restriction offre un intérêt pratique considérable, les essais 
industriels portant généralement sur des pièces trop courtes 
pour que la règle précédente soit applicable. 
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Il faut de plus que les forces extérieures soient, autant que 
possible, réparties régulièrement et sans discontinuités. Aussi 
prend-on la précaution d'interposer entre les pièces à déformer 
et les mâchoires, des corps plus ou moins mous qui empêchent 
les efforts de se concentrer en certains points. 

Le principe général se formule ainsi : les forces extérieures 
peuvent être remplacées très approximativement quant à leur 
effet sur les parties suffisamment éloignées de leurs points d'appli- 
cation, par des systèmes de forces ayant même moment et même 
résultante. 

Le principe ne veut pas dire que les effets des deux systèmes 
de forces seront équivalents au voisinage des points d'applica- 
tion : il est clair que si nous prenons un cylindre entre des mâ- 
choires pour le tendre, il existe entre les mâchoires des défor- 
mations qui ne se produisent que là. Le principe signifie que 
les déformations, à une distance des mâchoires égale à un 
petit nombre de fois (une ou deux fois par exemple) l'épaisseur 
de la pièce, sont exactement les mêmes que si les forces 
étaient appliquées uniformément, normalement aux sections 
droites. 

Il résulte de là que si Ton opère sur des cylindres de grande 
section droite, il est prudent de tracer des repères à quelque 
distance des bouts, et de mesurer les allongements entre ces re- 
pères et non pas entre les mâchoires ou entre les têtes qui ter- 
minent la pièce d'essai. 

49. — Superposition aux phénomènes parfaitement élasti- 
ques de la réactivité ou des diverses sortes de déformations 
permanentes. — Mais la grande difficulté provient de ce que les 
phénomènes parfaitement élastiques ne sont jamais isolés: ils 
se compliquent toujours de réactivité, même si les déformations 
sont minimes, et souvent de déformations permanentes. Il s'agit 
d'adopter une technique qui nous mette au moins à l'abri de ces 
dernières, et qui élimine les premières dans la limite du possi- 
ble. 

Enonçons le principe fondamental sur lequel nous nous ap- 
puierons. 

Soit AB une courbe de déformation quelconque tracée dans 
le plan de la variable géométrique x et de la variable mécani- 
que X. Parvenu en un point B quelconque, maintenons la varia- 
ble géométrique constante: nous décrirons une droite pB ; 
maintenons la variable mécanique constante, nous décrirons 
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une droite piB. Voici maintenant le principe qui esta la base de 
la détermination des modules au voisinage du point B. 

Première Techniq.ue. — Au lieu de maintenir x constant, fai- 
sons le varier un grand nombre de fois, suivant une loi queicon- 



X 



P. 




FIG. 31 



que par rapport au temps, entre les limites voisines x Jt ^i î 
nous décrirons de petits cycles, fermés ou non fermés, dont Tin- 
clinaison moyenne est égale, au moins lorsque leur nonxbre est 
suffisant, à Tinclinaison de la courbe parfaitement élastique au 
voisinage du point B, à supposer qu'on la puisse isoler des dé- 
formations permanentes. Nous déterminons donc par cette incli- 
naison moyenne le module brut ni =z (n* ^4) à variable 

dx 

géométrique (moyennement) constante. 

Deuxième Techniq.ue. — Au lieu de maintenir X constant, fai- 
sons le varier un grand nombre de fois, suivant une loi quel- 
conque par rapport au temps^ entre les limites voisines X + Xi 
nous décrirons de petits cycles, fermés ou non fermés, dont l'in- 
clinaison wcrK^//;/^ est égale, au moins lorsque leur nombre est 
suffisant, à l'inclinaison de la courbe parfaitement élastique au 
voisinage du point B, à supposer qu'on la puisse isoler des dé- 
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formations permanentes. Nous déterminons donc par cette 

inclinaison moyenne le module brut m = (n"* 34) à varia- 

dx 

ble mécanique (moyennement) constante. 

Les règles précédentes ramènent la détermination des modules 
au parcours un grand nombre de fois répété de petits cycles, et à 
la mesure de leur inclinaison moyenne. 

L'expérience montre qu'elles éliminent .l'action des déforma- 
tions permanentes, miis que la réactivité peut encore intervenir 
Il résulte là de que la loi de parcours des cycles par rapport au 
temps n'est pas indifférente et que par conséquent il n'est pas 
inutile de la préciser dans notre définition. 
Nous appellerons doric module brut r inclinaison moyenne des cy- 

dX 

des précédemment définis^ m=: , quand la loi de parcours est 

sinusoïdale par rapport au temps; c'est-à-dire quand dans la 
première technique la variation de x est de la forme xi sin cot, 
dans la seconde technique la variation de X est de la forme 

2t. 
\\ sin Oit, en posant w zz -— ; T est la période du cycle. 

Nous choisissons cette loi parceque c'est expérimentalement 
la plus commode à réaliser. Passons à la technique. 

50. — Méthode statique . — La méthode statique consiste à 
appliquer directement la définition : elle prend des formes dif- 
férentes suivant qu'il s'agit d'allongement ou de torsion. 

Module de Traction. — Parvenu à une certaine charge, on la 
maintient constante en moyenne, et l'on ajoute une charge 
supplémentaire Xi sin wt ; la méthode est donc à charge moyen- 
ne constante. Elle s'applique à la détermination du module de 
flexion, quand le couple est produit par un poids (n* 41). On 
peut obtenir la charge variable supplémentaire par divers procé- 
dés. Quand il s'agit de piè- 
CT /^ \ ces de petites dimensions. 




ZM> 



le mécanisme essentiel est 
toujours le méme(/7^. 32); 
on réalise d'abord le mou- 
vement vertical alternatif, 
sinusoïdal par rapport «m 
temps, d'un point C, au moyen d'une longue tige tournant autour 
du point O, et d'un excentrique Bsur lequel elle s'appuie et qui 
est solidaire du cercle A animé d'un mouvement angulaire uni- 
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forme. Au point C peut être relié Textrémité inférieure de la 
tige à allonger, par l'intermédiaire d'un ressort à boudin : si les 
déplacements de cette extrémité sont petits, le ressort à boudin 
s'allonge de quantités égales aux déplacements du point C et 
produit une force qui leur est sensiblement proportionnelle. 

Au point C peut être suspendu par un procédé quelconque un 
vase V'plein d'eau; un cylindre est attaché librement au dessous 
de la pièce à déformer et plonge plus ou moins dans le vase 
suivant la position de l'excentrique B. D'après le principe d'Ar- 
chimède, on obtient pendant l'oscillation de la tige des varia- 
tions de tension très sensiblement sinusoïdales par rapport au 
temps. 

Si les efforts variables à exercer, Xi sin <ot, doivent être plus 
considérables, se chiffrer par exemple par 50, 100 kiiogs, on a 
recours à un levier ana- 
logue à celui que repre- p;^ ^ I . ^Qnf^ 
sente la figure 33. Il C n 
tourne autour de Taxe p ^ 
O et est équilibré par 

la charge t:. Un poids ^^^* 33 

Pi monté sur des galets se déplace sans secousses et suivant 
une loi par rapport au temps, qu'on rend sinon rigoureu- 
sement sinusoïdale, du moins aussi continue que possible. La 
charge moyennement constante est obtenue par des poids Pg 
placés à l'extrémité du levier. 

La détermination des allongements se fait par des procédés 
qui dépendent de l'approximation à obtenir. Ou bien on observe 
directement, dans deux lunettes à oculaires micrométriques, les 
déplacements des images de deux repères fins tracés sur le 
cylindre déformé : deux expérimentateurs sont alors nécessaires. 
Ou bien on suppose que l'extrémité supérieure du cylindre est 
rigoureusement fixe, et on détermine seulement l'oscillation de 
l'extrémité inférieure, soit par une lecture sur une règle qui en 
est solidaire (corps très dilatables), soit par l'intermédiaire d'un 
système grossissant quelconque (microscope, miroir tour- 
nant, etc.). Il est inutile d'insister sur une technique qui dépend 
absolument des cas particuliers. 

Disons tout de suite que les expériences classiques n'ont jamais 
été faites avec la méthode et la rigueur que nous venons de 
définir. Généralement on s'est contenté de charger et de 
décharger à la main, brutalement et suivant une loi non définie ; 
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si les modules qu'on trouve partout, sont bien suffisants pour 
la pratique, une étude scientifique de leurs variations ne doit 
être entreprise qu'en prenant pour guide les considérations qui 
précèdent et en ne se départissant jamais des précautions indi- 
quées. 

Module de Torsion. — Comme nous l'avons dit au n® 24 et 
pour les raisons exposées au n» 33. il est toujours plus facile 
d'imposer la torsion et de mesurer le couple que de faire l'in- 
verse. Nous appliquerons donc pour la torsion la deuxième tech- 
nique du n^ 49 : nous imposerons à partir d'une torsion moyen- 
nement constante, une torsion supplémentaire de la forme 
xi sin <ot, et nous mesurerons avec un dynamomètre de torsion 
les variations alternatives correspondantes du couple. 

.L'appareil est re- 

D F /<^ ^. présenté schémati- 

quement (fig. 34) en 

projection horizon- 

(j^'.jN taie et vu par dessus. 

Un excentriqne B 

FIG, 34 4 j' 

■^^ tourne d un mouve- 

ment uniforme. Le cylindre à tordre (supposé de petites di- 
mensions) se projette enO; il est fixé par son extrémité supé- 
rieure sous la pièce OC très mobile autour d'un axe vertical 
(elle repose par exemple sur un plan horizontal par l'intermé- 
diaire d'une couronne de billes) et qui porte un bras horizon- 
tal D. Ce bras est tiré d'un côté, par un ressort R fcaoutchouc ou 
boudin), de l'autre par le fil très fin d'acier FB. On conçoit que 
la rotation de l'excentrique AB produise un mouvement de rota- 
tation alternatif de la pièce OC suivant une loi très sensiblement 
sinusoïdale par rapport au temps. 

On fait varier l'amplitude de ce mouvement en déplaçant la 
tige B de Texcentrique le long du rayon AB, et sa période, en 
modifiant le système des poulies qui relie l'excentrique au mo- 
teur. Le dynamomètre est un de ceux qui sont étudiés au n° 24. 

Pour étudier industriellement les modules de torsion, on s'est 
trop souvent contenté d'employer Tappareil (fig. 18, n° 25) en 
chargeant et déchargeant n'importe comment à la main. Je 
pourrais répéter ce que je dis plus haut, que ces procédés suffi- 
sants pour l'industrie, doivent être proscrits d'une étude scien- 
tifique. 

Dans l'application de la méthode statique, soit à la traction, 
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soit à la torsion, la période est toujours nécessairement assez 
grande, puisqu'il faut avoir le temps de faire une lecture à cha- 
cun des bouts de l'oscillation. Elle est de Tordre de 30** au mini- 
mum, à moins d'employer un enregistrement photographique. 

51. — Méthode dynamique. -^ Je vais expliquer la méthode 
dynamique sur le cas particulier de la traction. La solution s'ap- 
plique aussi bien à la flexion et à la torsion ; il suffira de changer 
Je sens des symboles. 

Parvenu {fig, 29) en un point B d'une courbe de traction, 
maintenons fixe l'extrémité supérieure du cylindre déformé et 
constante la charge P librement suspendue ; admettons qu'il ne 
se produit alors aucun allongement consécutif. Ecartons la 
charge P de sa position d'équilibre ; elle y revient en oscillant. 
Cherchons l'équation différentielle du mouvement. Appelons u 
l'écart à partir de la position d'équilibre, M la masse du corps 
suspendu, m le module brut d'élasticité ; supposons qu'il se 
produit un frottement proportionnel à la vitesse de déplace- 
ment du : dt. 

Admettons enfin que la vitesse v de propagation d'un ébran- 
lement longitudinal soit telle qu'une déformation se propage 
d'un bout à Tautift du cylindre tendu en un temps très court 
par rapport à la période d'oscillation L'équation du mouvement 
est alors : 

M-^+mu + f — =0 

On ne voit pas tout de suite la nécessité de la deuxième hypo- 
thèse : la voici. Ecrire, d'après la définition du module brut, 
qu'à chaque instant la force qui résulte de la déformation est 
représentée par mu, n'est légitime que si Ton suppose la défor- 
mation totale se partageant également entre tous les éléments 
du corps déformé. Comme nous le verrons plus loin, cela revient 
à admettre que la déformation varie lentement par rapport au 
temps nécessaire pour que les déformations s'équilibrent le long 
du corps ; l'énoncé donné plus haut exprime le même fait d'une 
manière plus précise. 

L'équation précédente admet comme intégrale : 

u = Uoe" sin wt, avec les conditions : 

A=-— -, oj = -=-, T =27cM. ~ 
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Nous avons donc affaire à une oscillation sinusoïdale amortie. 
Déterminons la loi d'amortissement. Les élongations maxima, 
c'est-à-dire les distances les plus grandes de l'extrémité inférieure 
à sa position d'équilibre, correspondent aux valeurs du temps t 

pour lesquelles sin wt =^ ±_ 1 : on a généralement t = (2K + 1) -7- 

T 

Posons to = -7- et ne considérons que les élongations maxima 

4" 

du même côté de la position d'équilibre ; elles ont pour valeur : 

— Xto _Xio — Xr — Al.— sXr __, 

UoC , UoC , Uoe , etc. Ellc% forment une 

— Xr 
firogression géométrique décroissante dont la raison est e 

Soient ui et us deux élongations maxima consécutives du même 

Xt' 
côté de la position d'équilibre : ui : U: iz e . Développons 

l'exponentielle en série et bornons-nous aux deux premiers ter- 
mes ; il vient : 

tii ui — 119 fT' 

— =: 1 H-XT\ — — ^\T= ^ = 1 

U2 U3 2M 

On va comprendre tout de suite l'intérêt de ce calcul. Compa- 
rons la période T' à la période T qu'aurait l'oscillation si f était 

nul:T= ItzK/ — . 

V m 

T* 0^ 

On trouve aisément : -— =: 1 + ^w^- Supposons que soit 

par exemple de l'ordre de 0,1, ce qui correspond prati- 
quement à un amortissement déjà considérable; il vient : 
T' : T = 0,0005 environ. 

En définitive, avec les hypothèses faites, l'amplitude, des oscil- 
lations diminue en progression géométrique ; la durée d'oscil- 
lation T* est pratiquement identique à ce qu'elle serait si l'amor- 

tissement était nul ; on a : T = T = 2t\/ . 

V m 

Donc la mesure de T' permet de connaître le rapport M : m, 

et par conséquent le module brut, si M est connu d'autre part. 

En tous cas, M demeurant constant, la mesure de T' permet 

d'étudier les variations relatives de m. 

Nous négligeons dans le calcul précédent la masse du cylindre 
déformé, parce qu'elle est toujours très petite par rapport à M, 
dans tous les cas où la formule est applicable. 
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3a. — Application de la méthode dynamique aux cas où 

Intervient un couple. — Bien que dans le n° précédent j'éta- 
blisse la théorie de la méthode dynamique sur un phénomène 
de trnclion, je commencerai par l'appliquer aux phénomènes où 
intervient un couple, parcequ'elle offre alors des difficultés 
moindres. 

Imaginons d'abord un fil vertical AB dont l'extrémité supé- 
rieure A est fixe et qui supporte, par l'intermédiaire d'une pièce 



BC de révolution autour du prolongement du 
fil, un disque métallique D {fig. 35). L'ensem- 
ble de la pièce BC et du disque s'appelle Vos- 
cilla feur ; M représente le moment d'inertie 
de Toscillateur ; u est l'angle de torsion, m le 
module brut de torsion. Si on connaît M, la 
théorie du n^^i permet la détermination de m. 
La connaissance de la longueur L du fil et de la 
forme de sa section, jointes aux données du 
n' 38, fournit tout ce qu'il est nécessaire de 
connaître pour la détermination du module 
de Coulomb jx. 



A, 



B 



u 



D 



C 

FIG. 35 



TU aR* 
Par exemple s'il s'agit d^un fil circulaire; m = -v- • "H^""- 

aA* 
S'il s'agit d'un fil à section carrée de côté 2 A, m = 2,25. -^-- — . 

Ht ainsi de suite. 

Le moment d'inertie M peut se calculer quand l'oscillateur a 
une forme géométrique simple ; sinon il doit se déterminer par 
l'expérience au moyen de masses de forme simple surajoutées à 
l'oscillateur et dont on puisse calculer le moment d'inertie Mi 
par rapport à Taxe de rotation ABC. On fait successivement deux 
déterminations de la période, sans et avec les masses dont le 
moment d'inertie est Mi ; on trouve deux valeurs T et Ti qui 
satisfont aux équations : 



7=27: 



M = Mi 



M 




m 

j2 



Ti 



= 2t.\/ 



Ti2 — T« 



m = — 



Mi + M 
m 



7^2 __ x^ 



On choisit généralement comme masses surajoutées deux 
cylindres circulaires droits qu'on place symétriquement sur le 
disque à une distance d connue de l'axe. On calcule immédiate- 

6 
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.A 



ment leur moment d'inertie par rapport à leur axe de révolution : 

il est égal h — - — pour chaque cylindre, où dt désigne la masse 

et R le rayon du cylindre. On a d'après un théorème clas- 
sique : Ml = clL (2d2 -h R«). 

Je suppose dans ce qui précède que le fil peut supporter sans 
danger le poids de l'oscillateur et que le module fi qu'il s'agit de 
calculer ne dépend pas sensiblement de la tension : sans quoi 

l'adjonction des masses nécessaires pour la 
mesure du moment d'inertie, serait illégitime. 
S'il n'en est pas ainsi, on installe l'appareil 
comme le montre la figure 36. Un premier fil 
qu'il y a avantage à prendre très fin et qui, par 
hypothèse, satisfait aux deux conditions ci- 
' dessus énoncées, supporte l'oscillateur. Son 
module brut est m. Le fil à étudier CD est placé 
au-dessous, verticalement et dans Taxe de 
l'oscillateur; il est tendu convenablement par 
un procédé quelconque ; soit mi son mo- 
dule brut. On détermine les durées d'oscilla- 
tion Ti et T, le fil CD étant ou n*étant pas en 
place : 



B 



D 

FIG. 36 

T 



V m 



Ti 



= 2.\/. 



M 



mi zr m 






m -|- iTii 



Il y a avantage à prendre le fil supérieur fin : alors 
T et Ti diffèrent beaucoup, la mesure de mi est le plus précise 
possible. C'est ainsi qu'on opère pour les fils de caoutchouc. 

Un artifice analogue permet de mesurer le module brut d'un 
ressort spiral plan ou cylindrique (n0 42). On le dispose au-des- 
sus ou au-dessous de l'oscillateur, dans un plan horizontal, s'il 
s'agit d'un spiral plan ; de manière que son axe soit dans le pro- 
longement du fil AB, s'il s'agit d'un spiral cylindrique. Par 
un procédé convenable on rend l'une de ses extrémités solidaire 
de l'oscillateur, et l'on fixe invariablement l'autre. Deux expé- 
riences avec et sans le spiral fournissent le module brut mi. Les 
formules du n° 42 permettent alors de calculer le module 
d'Young, pourvu qu'on détermine la forme de la section droite 
et son moment d'inertie I par rapport à la droite A (voir n°39). 
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S3. — Module brut de torsion dans tout Is plan de défor- 
mation. — D'après les définitions générales que nous avons 
données (n® 48), ce n'est envisager qu'une partie très restreinte 
du phénomène que se borner à Tétude du module au voisinage 
du couple nul, cas particulier uniquement traité au n' précédent. 
Mais l'artifice iont il vient d'être parlé, fournit le moyen d'ob- 
tenir la Solution expérimentale complète du problème. Suppo- 
sons que les deux fils AB et CD soient de même diamètre, de 
même longueur et de même substance. Tordons-les également 
et suivant la même loi en sens inverses aux deux extrémités 
A et B. Si les conditions précédentes sont rigoureusement satis- 
faites, quelles que puissent être les déformations permanentes, 
le disque reste immobile. Il n'en est pas tout à fait ainsi parceque 
les fils ne sont jamais parfaitement identiques et que, le seraient- 
ils, le poids de l'oscillateur rend un peu différentes les conditions 
dans lesquelles ils se trouvent; en remplaçant le disque par une 
barre chargée aux extrémités, on peut alléger suffisamment 
l'oscillateur, sans trop diminuer son moment d'inertie, pour que 
la différence soit pratiquement insensible. 

Faisons maintenant osciller le système ; nous déterminerons le 
module brut des fils m H- mi =: 2m par hypothèse, pour un 
point arbitrairement choisi du plan de déformation. La méthode 
que je viens d'exposer est générale et peut s'appliquer avec de 
légères modifications au cas des ressorts spiraux. Nous revien- 
drons plus loin là-dessus, quand nous discuterons la fameuse loi 
de Hook énonçant la proportionnalité de l'effort à la défor- 
mation. 

^4. — Application de la méthode dynamique aux phéno- 
mènes d'allongement. — La méthode telle qu'elle est exposée 
au n" «)i, n'est pas pratique : pour que les conditions théoriques 
soient satisfaites, la charge M doit être si grande que le fil 
ne peut généralement la supporter sans danger de rupture. 
D'ailleurs, il serait impossible de faire varier arbitrairement 
la tension, tout en choisissant convenablement la période et 
par conséquent d'obtenir le phénomène dans tout le plan de 
déformation (n' 53). On résout la difficulté de la manière sui- 
vante : 

Imaginons (ftg^'}']) un pendule AB tournant autour de Taxe O 
et dont le moment d'inertie M peut varier par le déplacement 
des masses C et D. Soit C.u le couple auquel il est soumis du 
fait delà pesanteur, et T la période. Attachons maintenant les 
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extrémités FG du cylindre 
qui doit être étudié, invaria- 
blement en F et en G, et 
rendons son milieu E soli- 
daire du pendule. Soit D la 
distance OE du point d'atta- 
che E à Taxe de rotation et u 
l'angle dont se déplace le 
pendule à partir de la verti- 
cale. D'après la définition du 
module brut m de chacun 
des fils FE ou EG, le couple 
qui s'ajoute au couple C.u du 
fait de la déformation, est 
2mDu, Soit Ti la période 
sous l'influence combinée de 
la déformation des deux fils 
et de la pesanteur; on a : 



=-\/4- 



Ti 



= 2.\l- 



M 



2niD 



2mD = 4:r2M T J- 



pf J 



Avec cette disposition d'appareil on est libre d'augmenter le 
moment d'inertie M et par conséquent la période, et simultané- 
ment de prendre une tension arbitraire et aussi petite qu'on 
veut. On peut donc étudier le module dans tout le plan de 
déformation. En rapprochant convenablement le point Ede 
Taxe G, on donne au rapport GB : GE une valeur telle que 
l'observation des oscillations devienne commode. 

L'appareil se prête aisément à l'étude des modules d'allonge- 
ment soit de corps très extensibles comme le caoutchouc, soit 
de ressorts à boudin : un procédé que je n'ai pas le temps 
de décrire, permet de faire varier la longueur FGi en déplaçant 
simultanément les extrémités F et G de quantités égales en sens 
inverses, de manière que le milieu E reste toujours devant le 
pendule et que les tensionss'équilibrent quand le pendule est au 
repos. 

Bien qu'au n° ^i pour la commodité de l'exposition, j'ai rai- 
sonné sur le cas où Ton maintient la charge constante en 
moyenne, on voit que dans les cas pratiques généraux où la 
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méthode s'applique aisément, c*est au contraire la déformation 
qui reste moyennement constante. Assurément quand on opère 
au couple nul, (n® 52), on se trouve bien dans le cas traité au 
no ^i ; mais dès qu'on veut aborder Tétude plus générale prévue 
au no 53, c'est la torsion qui reste sensiblement constante, de 
même que c'est la longueur au n* 54. Donc, on peut dire d'une 
manière générale, que la méthode dynamique ne s'applique 
commodément qu'au cas où la variable géométrique est main- 
tenue constante en moyenne. 

^5. — Absorption d'énerg:ie dans les petites oscillations — 
Voici deux propositions qui s'appliquent chaque fois qu'on peut 
poser l'équation différentielle du n*» 51. 

1® La variation d'énergie potentielle du système quand on le 
déplace à partir de sa position d'équilibre u = o, est propor- 
tionnelle au carré u* du déplacement. La force non équilibrée 

est en effet, mu; le travail de cette force est, mu.du=:= 



=ir} 



L'expression entre parenthèse représente l'énergie poten- 
tielle. Dans le cas traité au n® 54, l'énergie potentielle a pour 

C + 2mD , 

expression u*. 

a** L'absorption d'énergie dans une oscillation complète est 
proportionnelle au carré de l'amplitude actuelle. En effet, à cha- 
que instant le travail du frottement est f — -- du zi f( --— ) dt. 
^ dt \ dt / 

Or, pendant toute la durée d'une oscillation nous pouvons poser 
très sensiblement u = Ui sin tôt; le travail absorbé par le frot- 
tement est donc : 

cos^ (i)t dt = ^ - lui^ 



^""'I 



L'expérience montre qu'il n'est généralement pas possible 
d'admettre dans les corps solides l'existence d'un frottement in- 
térieur proportionnel à la vitesse. Quel que soit le mécanisme 
de l'absorption d'énergie dans les petites oscillations, qu'on lui 
donne comme cause la réactivité ou tout autre phénomène, 
l'expérience montre toutefois qu'elle reste sensiblement pro- 
portionnelle au carré de l'amplitude, mais qu'elle ne varie plus 
en raison inverse de la période. Elle en est quelquefois indé- 
pendante ; il peut même se faire qu'elle croisse quand la période 
augmente (déformation des corps visqueux). 
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Nous pouvons donc généralement poser les deux règles expé- 
rimentales suivantes : 

I* L'énergie potentielle varie proportionnellement au carré 
de l'amplitude ; 

2° L'absorption d'énergie est elle-même proportionnelle au 
carré de l'amplitude. 

Il résulte encore de là que l'amplitude des petites oscillations 
diminue en progression géométrique. 

En effet soit W et W— AW les énergies aux extrémités d'une 
oscillation ; AW est de la forme uAu (i°) ; elle est égale à l'ab- 
sorption d'énergie, elle-même proportionnelle au carré de 

Au 

Tamplitude (2°). On a donc : uAu = Ku^, = K, ce qui re- 
vient à dire que les oscillations diminuent en progression géo- 
métrique. 

Ces faits conduisent à une conséquence importante : du mo- 
ment que r équation différentielle du w° 5/ ne s'applique pas 
nécessairement, il nest plus sûr que les forces amortissantes 
n'interviennent pas dans la période T* ; // nest plus sûr que cette 
période soit la même que s'il n'existait que des phénomènes d'élas- 
ticité parfaite non retardée. En d'autres termes nous ne pouvons 
plus poser avec sécurité T* r=z T. 

Il est important de remarquer que si ces considérations 
jettent un doute sur V interprétation à donner aux résultats expé- 
rimentaux, elles n'empêchent pas que ces résultats ne soient 
fondamentaux. Mais elles prouvent qu'il faut apporter tout le 
soin possible à la définition des conditions particulières de l'ex- 
périence : par exemple il n'est pas sur qu'on obtiendra les mê- 
mes valeurs du module quand on fera varier la valeur de la 
période. 

56. — Entretien des oscillations. — Quoi qu'il en soit des 
lois qui régissent les absorptions d'énergie, toujours est-il que, 
tant par le frottement de l'air que par les frottements intérieurs, 
l'amplitude décroît souvent trop vite pour qu'il soit possible de 
mesurer la période avec quelque précision. On est donc conduit 
à entretenir les oscillations. 

Pour bien des raisons et en particulier pour celles expliquées 
au n*> 33, l'entretien n'est pas indispensable quand il s'agit des 
oscillations de torsion ou de flexion (n® 52); l'amortissement est 
faible, car on peut opérer sur des amplitudes très petites qui 
correspondent à des déformations d'une très petite fraction de 
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millième. Il n'en est plus de même avec la méthode du pendule. 
Le problème est de savoir s'il est possible d'entretenir son mou- 
vement sans modifier la période T. On démontre rigoureu- 
sement dans le cas des hypothèses du n*' 5 1 , et il est approximati- 
vement vrai quelle que soit la forme des frottements, que la 
période n'est pas modifiée, pourvu qu'on restitue Ténergie 
perdue par une impulsion au moment du passage par la verti- 
cale, ou plus généralement par un système d'impulsions, soit 
ép:ales et de sens contraires pour une même valeur de u, soit 
égales et de même sens pour des valeurs égales et de sens con- 
traires de u. Le second cas est précisément réalisé dans les 
horloges et dans les chronomètres. 

Il m'est impossible de discuter en ce lieu les solutions 
techniques qui permettent de réaliser ces conditions dans le cas 
qui nous occupe. Elles reposent sur l'attraction d'aimants par 
des solénoïdes et sur l'emploi de systèmes mécaniques assez com- 
pliqués qui intervertissent convenablement le sens du courant. 

^7. — Propagation d'un ébranlement lonsfitudinal. — Soit 
un cylindre fini on indéfini dont les sections droites sont 
repérées par leur distance x à une origine arbitraire. Le cylindre 
vibre, de sorte que ses sections droites se déplacent parallè- 
lement à elles-mêmes de quantités u à partir de leur position 
d'équilibre; u est une fonction de x et de t. On dit que les 
vibrations sont longitudinales. 

Soient 4 sections ABCD dont les distances mutuelles AB, BC, 
CD sont dx quand le cylindre ne vibre pas. Cherchons l'équa- 
tion du mouvement de la tranche BC. 



ABCD 




FIG. 38 

Pour simplifier l'écriture, considérons dans le cylindre réel un 
cylindre dont les sections aient l'unité d'aire, u est une fonction 
de x et de t. A un instant donné, l'allongement moyen delà 

Du 

tranche ABest — dx; son allongement relatif moyen, (quo- 

<)x 
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tient de rallongement par la longueur; est . D'après la défi- 
nition du module d'Young la tension uniforme nécessaire pour 
produire un tel allongement relatif est E — . 

Mais — est une fonction de x et de t. L'alloneement re- 

latif moyen de la tranche CD est donc au même instant ; 

— + — I ■ I 2dx, puisque les milieux des tranches AB 
JX JX \îx/ 

et CD sont distances de 2dx. La différence des allongements 

moyens entre les deux tranches AB et CD est donc 2 — r- dx, 
^ Jx* 

pour une dislance 2dx. 

Ceci posé nous pouvons conclure que la différence des 

tensions uniformes sur les deux seclions B et C qui limitent la 

tranche BC et qui sont distantes de dx, est E — ^ dx. Soit 5 la 
^ 3X* 

densité du milieu. L'équation du mouvement de la tranche BC 

est donc : 



tv=Y/^;vest, 



en posant v =y/ -;:-; v est, comme il est facile de voir, la vi- 
tesse de propagation de l'ébranlement longitudinal. 

^8. — Son rendu par une barre cylindrique libre aux deux 
bouts et invariablement fixée en son milieu. — La nature de 
ce traité m'interdit d'insister sur les procédés techniques qui 
permettent de mesurer E à partir de l'équation précédente; je 
vais seulement indiquer en gros la possibilité de cette mesure. 
L'équation différentielle admet des intégrales de la forme : 

u=: Uo cos — ; — sin Zs -=■ , avec l'unique condition À ^ vT; 

X est ce qu'on appelle la longueur d'onde. 

Considérons une barre cylindrique de longueur L invariable- 
ment fixée en son milieu ; l'origine des x est à l'une des extré- 
. Elle peut vibrer d'après l'équation précédente si l'on a : 



-4=4-v^- 
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Il y a ce qu'on appelle un vœud au milieu de la barre, là où 
elle est prise dans un étau et où par conséquent le mouvement 

est nul. 

11 y a des ventres aux extrémités libres ; l'amplitude du mou- 

11 ^" 

vement y est maxima et la tension nulle, — =r o, cequicorres- 

pond bien aux conditions expérimentales. 

Si donc on parvient à mesurer T, comme la mesure de L et 
de est facile, on connaîtra le module d'Young E. La mesure 
de la période T revient à la détermination de la hauteur du son 
émis par la barre; mais il est généralement très élevé et la dif- 
ficulté de l'expérience serait insurmontable. On procède autre- 
ment. On utilise les déplacements de Tune de ses extrémités A 
jouant le rôle de piston (on peut coller dessus un disque 
léger A), à créer un système de nœuds et de ventres dans la 
colonne d'air AC - a ^ ^ 

, t. A U D 

contenue dans un ^ < a^ ^ ^ ^ --T^sB^m ■ 1 
tube de verre 

(dont le rôle est fig. 39 

seulement de délimiter la colonne d'air) et terminée à un 
piston PC. Si on laisse dans le tube de verre un peu de poudre 
de liège, fine et légère, on trouve que, pour des positions con- 
venables du piston C, la poudre forme des amas réguliers, sitôt 
qu'on excite les vibrations de la verge en la frottant avec un 
linge un peu humide. 

La théorie des vibrations de l'air dans le tube AC est exacte- 
ment celle que j'ai exposée plus haut. On démontre que les 
vibrations y ont, toutes choses égales d'ailleurs, une amplitude 
maxima quand la distance AC est un nombre entier de moi- 
tiés de la longueur d*onde Xi correspondant dans l'air au son 
de période T, c'est-à-dire définies par la relation Xi =: viT, où 
vi est la vitesse connue de propagation dans l'air. Chaque 
demi-longueur d'onde correspond à l'intervalle compris entre 
les milieux de deux tas consécutifs. On déplace donc le piston C 
de manière que les tas soient le plus visibles possible, on compte 
le nombre n des intervalles entre les tas (quatre dans la figure), 
on mesure la longueur AC zz l. On tire de là Xi = 2/ : n, 
T =: 2/ : Vin. Connaissant T, on calcule aisément E. 

Dans l'expérience précédente la poudre se rassemble aux 
nœuds du mouvement vibratoire de l'air; il est tout naturel qu'il 
y ait un nœud au niveau du piston immobile C, il est para- 
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doxal qu'il y en ait un tout près de l'extrémité mobile de la 
tige A; c'est pourtant ce qu'une théorie un peu complète met 
hors de doute. 

^Q. — Imposition d'un mouvement vibratoire de période 
donnée à l'avance. — La méthode précédente réussit bien avec 
des barres rigides. Pour des corps très dilatables, le caoutchouc 
par exemple, on peut à l'aide d'un diapason dont la période T 
est connue, imposer au cylindre un mouvement oscillatoire, 
tout comme dans l'expérience précédente on l'imposait à la 
colonne d'air au moyen de la barre rigide. 

On mesure alors la longueur d'onde X en traçant sur le cylin- 
dre des traits fins et en déterminant directementles maximums 
et minimums d'amplitude (ventres et nœuds) : la distance entre 
deux nœuds est une demi-longueur d'onde. Ici comme dans 
l'expérience précédente, pour une amplitude donnée du dia- 
pason^ les vibrations sont le plus grandes possibles, quand la 
longueur du cylindre est un nombre entier de fois la demi- 
longueur d'onde. 

Cette méthode permet de trouver la valeur du module dans 
tout le plan de déformation. 

Les méthodes des n*" 58 et 59 présentent deux faces de la 
même question ; on détermine toujours la vitesse de propa- 
gation par l'étude d'ondes stationnaires. Mais dans la méthode 
du n° 58, on se donne la longueur Ldu cylindre et l'on mesure 
la période de vibration T ; le mode de fixation du cylindre 
définissant à l'avance le rapport entre la longueur du cylindre 
et la longueur d'onde. Dans la méthode du n' 59, on se donne à 
l'avance T et l'on mesure la longueur d'onde. 

Serait-il possible de déterminer directement Ln vitesse de 
propagation ? Même dans les corps où elle est très petite 
(50 mètres par exemple dans certaines conditions pour le caout- 
chouc), l'expérience présente des difficultés insurmontables. 
Les tentatives faites dans ce sens sont restées infructueuses. 

60. — Vibrations tournantes. — Bien que l'importance des 
vibrations tournantes, ne soit pas comparable à relie des vibra- 
tions longitudinales, j'en dirai quelques mots pour montrer 
qu'elles sont à la méthode du n* ^a, ce que les vibrations longi- 
tudinales sont à la méthode du n" ^1. Dans les méthodes que 
j'ai appelées dynamiques, on néglige la masse du cylindre. Au 
contraire dans les méthodes que j'étudie en ce moment, on 
suppose que le corps déformé est seul, et l'on est nécessairement 
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amené à tenir compte de la vitesse de propagation des déforma- 
tions qui sont alors des vibrations rapides. 

Le raisonnement qui donne l'équation différentielle de la pro- 
pagation d'une torsion le long d'un cylindre, est tout à fait 
semblable à celui du n° 57 ; je peux donc être bref. J'admets 
que les tranches sucessives infiniment minces comprises ejitre 
deux sections droites normales à Taxe de symétrie du cylindre 
considéré, tournent en bloc, autour de cet axe, d'un angle u 
fonction de la distance x de la tranche à une origine arbitraire, 
et du temps. Soient 4 sections droites équidistantes (fig, 38). 
Le couple moyen nécessaire pour tordre la première tranche 

du 

AB peut être représenté par jjuI. . Un raisonnement calqué 

jx 

sur celui du n° 57, montre que la différence des moments des 

couples qui s'exercent sur les deux faces de la tranche BC, a 

D*u 

pour expression : [xJ — -- dx. Ecrivons qu'il fait équilibre à 

la force d'inertie tangentielle totale. Appelons comme précé- 
demment (n* 38) I le moment d'inertie de la section droite par 
rapport à une droite normale passant par son centre de gravité 
(moment polaire) ; l'accélération tangentielle totale est égale à 



k9. 



t) U 

81 — Y ^^* L'équation différentielle cherchée est donc : 



~ V 81 



= V** — T , en posant v' 



Dt* Dx2 

v' est la vitesse de propagation des vibrations tournantes. 

On trouve au n*38 les valeurs de J pour les formes principales 
des sections droites. En particulier pour la section circulaire, 

J =z !, v' zi \/-~ . La vitesse de propagation des vibrations 

tournantes est donc de même ordre que celle des vibrations 
longitudinales. 

Traitons le cas le plus pratique : supposons que la barre soit 
fixée à Tune de ses extrémités ; on la tord à l'autre et on l'aban- 
donne ; il se produit des torsions et des détorsions alternatives. 
L'équation différentielle admet comme intégrale : 

27CX . ^ t , , .. 

u = Uo sin — r— sin I-k — - ; la barre vibre suivant cette 

• P . ^ vT' T . 775" ^, , , 

équation, si 1 on a : L = -- =: — -— == — --v -Ç7- . C est le 

4 4 4 V ol 
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son le plus grave qu'elle puisse donner. Il y a un nœud pour 
X ^ o, et un veotie pour x = L; à celle extrémité le cou- 
ple est nul. 

En particulier on peut comparer les périodes des vibrations 
TetT' de la même tige dans les mêmes condilioiis, suivant 
qii'ellesubit des déformations longitudinales, ou des déformations 
tournantes. Par mêmes conditions, il faut entendre que les tiges 
seront fixées de la même manière, de sorte que les nœuds et 
les ventres se répartissent de même. On trouve aisément : 

La détermination de T et de T' permet donc de calculer le 
coefficient de Poisson a, 

6i. — Vibrations transversale d'une veree> — Les vibra- 
tions d'une verge encastrée à l'une de ses extrémités ont un 
intérêt suffisant pour ne pas être passées soussilence. Elles nous 
fourniront en outre l'occasion de démontrer un important 
théorème de la Ihéorie de la résistancedes matériaux. Reprenons 
les conditions d'équilibre d'un élément de cylindre déformé 
(n° 39), et tenons compte de ce que nous avons appelé (l' p. ^9) 
l'effet tranchant. 

L'élément AC A'C compris entre deux sections droites AC et 
A'C distantes de dx, est en équilibre sous l'action de trois 
couples dont les axes sont normaux au plan P de la flexion 
plane.. Les deux premiers sont dus aux forces normales qui 
résultent de l'allongement et du raccourcissement des fibres 
parallèlement au plan P. Us ne se font pas rigoureusement équi- 
libre. Nous avons trouvé que l'expression du couple appliqué 

El 

sur la section droite d'abscisse x est . Pour l'équilibre de 

l'élément ACC'A, il faut naturellement un couple égal et de 
sens contraire appliqué au même élément. En définitive à un 
élément ACC'A' (fig. 40) se trouvent appliqués deux couples 

El 
ayant l expression : nous les avons supposés égaux ; no:is 

avons négligé provisoirement la variation que le couple 
éprouve quand on passe d'une section à la section voisine. 
Pour tenir compte de cette variation, nous devons consi- 
dérer les efforts tranchants '&. forces langentielles, dirigées dans 
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les sections droites et parallèlement au plan de flexion plane P. 
Ecrivons que Tensemble des trois couples se font équilibre : 



nous arrivons à la relation ^ :r 



Dx 



L'effort tranchant total 



est donc égal à la dérivée du couple de flexion par rapport à la 
variable x qui fixe la distance des sections droites à une 
origine O arbitraire. 



— - - > 



c 



c 




A 



A' 



FIG. 40 



La figure montre que si les couples tendent à fléchir la pièce 
vers le bas et diminuent lorsque x croit, il existe un effort tran- 
chant dirigé vers le haut dans la section de l'élément qui cor- 
respond au plus petit x. Nous pouvons donc appliquer la formule 

Ç =. en grandeur et un signe, à la condition compter 

ùx 

positivement les i5 vers le bas sur la section gauche de 

Télément. 

Mais les efforts tranchants varient d'une section à une autre : 

le raisonnement précédent ne les suppose constant que comme 

première approximation. Généralement quand nous passerons 

d'un plan x à un plan x-\- dx, Teffort tranchant passera de © à 



V> + 



DX 



dx. Donc il existera un effort tranchant © vers le bas sur 

D© 

la section gauche, et effort tranchant© H dx vers le haut sur 

Dx 

la section droite de l'élément. La résultante des deux efforts est une 
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force appliquée à l'élément de volume, dirigée vers le haut, égale 

en grandeur et en signe a dx = — —-■ dx. 

Supposons maintenant un mouvement vibratoire du cylindre 
d'abord horizontal ; ses dilTérenls points se déplacent parallèle- 
ment à ky {fig. a^); les y sont comptés positivement vers le bas. 
Soit s l'aire de la section droite, 5 la densité de la matière. 
Ecrivons que l'élément se déplace sous l'influence de la force 

dx, qui est dirigée vers le haut. L'équation du mouvement 

est donc : sodx. — r- ^ dx, = — „ dx. 

3t* Ox )xï 

ït* ^ Jx* - " 
Or, avec les conditions de signes précédentes, nous avons 
montré (n" 40) qu'on a très sensiblement : C = El — ■- . L'équa- 
tion diflérentielle à satisfaire par les mouvements vibratoires 
est en définitive : 

équation connue sous le nom d'équation des verges vibrantes. 
Nous l'appliquerons à un cas particulier, 

6a. — Verge encastré à l'un de ses bouts et libre à 

l'autre, — Posons y = X sin — j-3— t(a) : X est une fonction de 

X qu'il s'agit de déterminer, L est la longueur de la verge, m une 
constante. L'équation (3)est une intégrale de l'équation (i) pourvu 

d'X w* 

que X satisfasse à la relation : =■ -r-r- X {}). 

On connaît l'intégrale générale de l'équation (3) ; 

X = Xo cos -^ X + Xi sin -^ X -I- Xvi^ -}- Xse" " 

Ecrivons les conditions aux limites. Pour x ^ o, on doit 

dX 

avoit X = o, -- — =: o ; pour x ^= L, on doit avoir C = o, 
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Nous trouverons donc 4 conditions qui détermineront d'abord 

les trois rapports -— , ^* "v~ • ^^ restera une condition 

supplémentaire à satisfaire qui déterminera w et par conséquent 
la période du mouvement oscillatoire. 

Je n'insisterai pas sur le calcul de cette condition. On trouve 
en définitive pour déterminera), la relation: 

cos w Ve -^e" ) := — I. Le son le plus grave correspond à la 

2t:1 * 

première racine, oj zz 1,875. La mesure de sa période, T= ^ , 

^ '^ aa>* 

fournirait au besoin une mesure de E. 

63. — Comparaisons des méthodes. — Je viens de passer en 
revue la plupart des méthodes qui servent à la détermination 
des modules. On admet souvent qu'elles devraient fournir, 
pour un même échantillon, des valeurs identiques ; aucune 
expérience ne le prouve et rien ne paraît moins probable en toute 
rigueur. 

Tout d'abord écartons les résultats de déterminations peu 
correctes; la méthode de la vitesse du son (n* 58) a donné des 
modules E plus élevés que les expériences statiques directes 
(n' 50) ; mais ces dernières expériences ont été faites généra- 
lement en appliquant des poids à la maiil, n'importe comment 
et sans se soucier de définir 'la loi décharge et de décharge. 
Or il est très difficile d'éliminer tout allongement permanent, 
pour peu que les métaux employés ne soit pas particulièrement 
cassants, à moins d'opérer d'une façon systématique, comme 
nous l'avons indiqué. 

Supposons donc que les expériences aient été faites suivant 
la technique admise dans les pages précédentes : nous avons bien 
précisé que les petits cycles seraient parcourus suivant une 
certaine loi que nous avons choisie à cause de sa simplicité et 
de sa généralité. Mais rien ne dit qu'en obtiendra strictement 
les mêmes résultats avec des lois de parcours très diftérentes 
et si seulement on modifie la période du mouvement sinusoïdal 
dans des limites étendues. Il ne faut pas oublier que des phéno- 
mènes multiples se superposent, alors même qu'on s'efforce 
d'isoler l'élasticité parfaite en répétant de petits cycles. L'absorp- 
tion inévitable d'énergie nous rappellerait leur complexité, 
si nous étions tenté de la perdre de vue. Il n*est donc pas impos- 
sible que, vieme pour la matière qui semble la plus parfaitement 
élastique, l'inclinaison moyenne des cycles si petits qu'on 
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voudra, inclinaison qui définit les modules bruts, dépende de la 
vitesse avec laquelle on les parcourt. 

Il est bien entendu qu'il n'existe ^/)r/<7r/ aucune relation entre 
rinclinaison moyenne, en un point du plan de déformation, des 
petits cycles repétés un grand nombre de fois, et Tinclinaison 
d'une courbe quelconque de déformation passant en ce point. 
Je n'insisterais pas sur une proposition aussi évidente pour tous 
ceux qui ont lu attentivement le début de ce traité, si malheu- 
reusement on ne rencontrait pas dans une foule de mémoires les 
définitions les plus incorrectes des modules. Il serait bien inu- 
tile d'avoir inventé un mot nouveau, si on ne veut pas lui don- 
.ner un sens précis et nouveau. En un point du plan on peut faire 
passer une infinité de courbes de déformation avec les inclinai- 
sons les plus diverses : elles dépendent de tous les groupes de 
phénomènes qui constituent la déformation envisagée sous son 
aspect le plus général. 

Dans la détermination du module, au contraire, on s'efforce 
de se placer dans des conditions qui éliminent, au moins en par- 
tie, la plupart des phénomènes autres que l'élasticité parfaite. 

64. — Variations des modules par l'écrouissa^e. — Mais de 
ce que, par la définition que nous avons adoptée pour le module, 
nous avons particularisé le problème, il ne résulte pas que les 
modules soient nécessairement des fonctions bien déterminées 
des coordonnées du point considéré dans le plan de déformation. 

Tout d'abord, quand le phénomène est renversable, pour la 
torsion par exemple, nous pouvons revenir plusieurs fois au 
même point du plan, en séparant nos séjours par des déforma- 
tions permanentes dont nous sommes maîtres de faire varier la 
grandeur. Trouverons- nous toujours les mêmes modules bruts 
au même point ? en d'autres termes, comment varient les mo- 
dules bruts avec l'écrouissage ? 

Quand le phénomène n'est pas renversable, nous pouvons 
donner du même problème un énoncé un peu différent. Il ne 
s'agit plus des modules bruts, puisqu'on ne revient pas à la même 
forme. Nous aurons affaire aux modules d'Young ou de Cou- 
lomb, ceux-ci ayant été précisément inventés pour éliminer par 
le calcul l'effet sur les modules bruts de la variation de forme et 
pour exprimer les variations des propriétés de la matière (n''35). 

L'écrouissage fait varier les modules, mais généralement d'une 
fraction si petite de leur valeur que Coulomb a énoncé comme 
première approximation l'invariabilité des modules par Té- 
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crouissage. Par exemple, le module de Coulomb d'un fil de pla- 
tine fortement écroui par le passage à la filière, croît de quelques 
unités pour cent quand on recuit le fil au rouge, c'est-à-dire 
quand on supprime l'écrouissage. Le fil est devenu mou, très 
facile h déformer d'une manière permanente : cependant il résista 
mieux aux déformations parfaitement élastiques. 

La détermination des variations des modules sous l'influence y\ 

des diverses opérations qu*on peut imposer à un métal, depuis 
les diverses déformations permanentes jusqu'à la trempe, l'ai- 
mantation,... offre un champ étendu d'investigations qui, jus- 
qu'à présent, a été parcouru sans méthode et sans but véritable- 
ment scientifique. 

L'expérience montre qu'à partir d'un métal recuit, ce sont 
principalement les premières et très petites déformations per- 
manentes qui changent la valeur des modules. 

6^. — Loi de Hooke. — Superposition des déformations. — 
A supposer qu'on se déplace dans le plan de déformation sui- 
vant des parcours assez restreints pour que l'état d'écrouissage 
varie à peine, on peut se demander comment les modules dé- 
pendent de la force ou de la déformation parfaitement élastique 
actuelles. De fait, en consultant un traité quelconque de physi- 
que, on ne trouvera jamais pour un métal qu'une seule valeur 
des modules ; on considère donc ces modules comme des cons- 
tantes absolues. La question que nous venons de poser, se ra- 
mène à une autre qui a excité bien souvent la curiosité des 
théoriciens et malheureusement n'a jamais été traitée comme 
elle l'aurait dû par les expérimentateurs. La loi de Hooke est- 
elle exacte ? 

La loi de Hooke énonce la proportionnalité de l'effort à la 
déformation : sous sa forme séduisante de simplicité, elle ne 
possède en réalité aucun siens précis. Qu'appellera-t-on défor- 
mation,. quand les déformations ne sont pas infiniment petites? 

Soit, par exemple, un cylindre que nous allongeons par une 
traction uniforme exercée normalement à sa section droite. La 
longueur Lo devient L. La déformation infiniment petite au 

voisinage de L zz L© est à volonté -- — ou — — : la déformation 

L L L ' 

finie est donc à volonté — ou log nép — — A laquelle de 

Lq ^0 

ces deux expressions la loi de Hooke nous dit-elle que la force 
par unité de surface est proportionnelle ? Et dans cette ambi- 

7 
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guïté n'est-elle pas autre chose qu'une forme vide? On ne peut 
se bisser toujours méduser par les déformations infiniment pe- 
tites, dont l'intérêt disparait quand on s'est une fois rendu 
compte de la merveilleuse généralité du problême des déforma- 
tions. 

Ce que je viens de dire des allongements, je pourrais le répé- 
ter des torsions ; et comme la question est plus complexe, il ne 
serait pas difficile de faire apparaître des indéterminations plus 
nombreuses. Dans la déformation finie représentée fig. as, où le 
rectangle ABDC se transforme en un parallélogramme ABD'C, 
il est loisible de prendre pour mesure de la déformation soit 
l'angle CAC, soit la tangente de cet angle, sans qu'il existe a 
priori aucune raison valable de ce choix. Procédant comme ci- 
dessus, voici donc quatre expressions de ta déformation finie. 

Or, il est clair que si on pose : P^ K , mr: ——sera 

constant. Si on pose au contraire P :^ K. log nép — — . 

dP 

quoi vouloir obtenir expérimentalement une valeur du module 
indépendante de la grandeur de la déformation, quand nous avons 
le choix pour ces déformations entre des définitions nombreuses 
et également acceptables? 

En définitive, nos définitions expérimentales des modules ne 
prêtent pas à critique, mais nous ne pouvons pas prévoir si ces 
modules seront constants ou variables en fonction de la grandeur 
des déformations. La loi de Hooke n'a pour l'expérimentateur 
absolument aucun intérêt ; par nécessité il n'opère pas sur des 
déformations très petites; il doit seulement préciser la défini- 
tion de ses expériences sans se préoccuper d'idées préconçues 
qui ont fait leur temps. 

Et de fait, pour le seul corps où la question ait été systémati- 
quement envisagée sous ce biais, le caoutchouc, il n'est pas dou- 
teux que les modules ne soient considérablement variables en 
fonction de la déformation parfaitement élastique, quelle que 
soit d'ailleurs la définition qu'on choisisse pour la grandeur de 
la déformation. 

Nous arrivons tout naturellement à la seconde question fon- 
damentale devant laquelle buttent toutes les théories Je l'élasti- 
cité parfaite, jusqu'à présent proposées. Les modules dépendent- 
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ils des déformations autres que celles auxquelles ils sont affectés? 
Le module de traction d'un cylindre dépend-il de la torsion 
actuelle de ce cylindre ? 

Expérimentalement, nous n'en savons rien ; il n'existe pour le 
moment aucune expérience en laquelle on puisse avoir confiance 
et qui ait trait à cette question. J'entends par là, aucune expé- 
rience scientifiquement conçue et exécutée, et qui ne soit pas 
a priori destinée à vérifier une théorie particulière. 

Je m'empresse d'ajouter que si les propositions qu'on vient de 
lire sont incontestables, il est heureusement vrai que, dans la 
pratique industrielle, vu l'approximation grossière dont on se 
contente, on peut envisager les modules comme constants et 
indépendants des autres déformations existant simultanément. 
Ce traité est précisément fait pour délimiter exactement le rôle 
du savant et de l'ingénieur : il faut que celui-ci n'ignore pas les 
problèmes qui se posent à celui-là, alors même que leur solution 
ne l'intéresse pas directement. 

66. — Hystérésis des modules. — Si nous représentons le 
module en fonction de la déformation élastique ou de Tefifort, 
nous obtiendrons une courbe dont a priori nous ne pouvons 
prévoir la forme. Nous avons supposé jusqu'ici qu'au moins le 
module était une fonction bien déterminée de la déformation ou 
de l'effort, c'est -à-dire qu'il ne présentait pas d'hystérésis. Or, rien 
n'est moins sûr, car nous sommes bien forcés de considérer la 
notion d'élasticité parfaite et de frottement solide comme un 
schéma beaucoup trop simple. Pour le seul corps dont le mo- 
dule de traction ait été complètement étudié, le caoutchouc, on 
trouve une hystérésis énorme. Ainsi non seulement la loi 
d'Hooke ne se vérifie pas, mais encore les courbes représenta- 
tives du module ne se superposent pas pour les charges crois- 
santes et les charges décroissantes. On voit à quelle complexité 
aboutit l'étude minutieuse de ces questions. 

De plus, il semble que, suivant la période des cycles qui per- 
mettent la mesure du module, l'hystérésis varie, en conformité 
avec ce que j'ai dit de la superposition de groupes de phéno- 
mènes différents, même après la particularisation obtenue par 
les cycles petits et répétés un grand nombre de fois. 
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67. — Forme de la courbe pour les corps à frottement 
solide. — Je vais maintenant revenir sur les particularités que 
présente la courbe de traction d'un métal dont les déformations 
permanentes correspondent en gros à la définition du frotte- 
ment solide (n® 6). Je prendrai comme exemple le cuivre rouge 
du commerce. La technique sera celle qui est exposée en pre- 
mier lieu au n* 16. La courbe de traction d charge croissante 

proporiiontiellemen i 
p| ^^*^ — ^^ ^" temps est repré- 

sentée schéma tique- 
mentf^^.41): après 
une partie approxi- 
mativement rectili- 
gne OA, pour la- 
quelle on a forte- 
ment exagéré Tangle 
POA (à l'échelle elle 
devait se confondre 
avec la verticale) et 
qui correspond à la 
déformation à peu 
près parfaitement 
élastique, la courbe 
s'infléchit et tend 
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vers l'horizontale ; elle s'arrête brusquement en un point B' 
pour lequel le fil casse. 

Si on impose, non la loi de variation de la charge, mais celle 
de l'allongement, la forme est toute différente (fig* 42). La tor- 
sion croît d'abord suivant une courbe OAB analogue à la pré- 
cédente, passe par un maximum et décroît ensuite ; la rupture 
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se produit en un point C. La partie descendante BC a d'autant 
plus d'importance que la section est plus considérable par rap- 
port à la longueur: elle p 
est due à un phéno- 
mène essentiellement 
local, dont les ingé- 
nieurs ont beaucoup 
exagéré Tintérèt théo- 
rique et qu'on appelle 
striction ou étrangle- 
ment, 

68. — Striction et 
charsre de rupture. — 
En observant le fil pen- 
dant la traction, on 
constate qu'il se pro- 
duit dans certaines zo- 
nes un allom^ement ex- 




Allongement prop 



LU temps 




lo l'^ i 

FIG. 43 

cessif, une sorte d'étranglement {fig. 43). Ces étranglements peu- 
vent disparaître en partie par rallongement ultérieur plus grand 
des régions voisines, jusqu'au moment où Tune des 
strictions augmente rapidement : c'est au milieu d'elle 
que se produit la rupture. 

La cause du phénomène est dans la non homogé- 
néité de la pièce étirée; si elle était parfaitement ho- 
mogène comme matière et comme forme, ou bien elle 
s'allongerait indéfiniment sans striction (nous verrons 
des exemples d'allongements considérables de fils méta- 
liques), ou bien elle se sectionnerait tout de son long 
d'une façon régulière comme une veine liquide. 

Diverses questions se posent maintenant. 

D'abord, comment se fait-il que la rupture ne se 
produise pas nécessairement au milieu de la striction 
qui apparaît la première? que certains étranglements disparais- 
sent par l'allongement ultérieur plusgrand des régions voisines? 
Ces phénomènes sont une conséquence immédiate et nécessaire 
de l'écrouissage par traction. Du fait que la matière s'est allongée 
davantage en un point, elle estdevenue plus difficilement défor- 
mable; le fil rattrape donc et au-delà par son changement d'état 
ce qu'il a perdu de résistance par sa diminution de section. Le 
calcul complet du phénomène serait difficile, puisque les varia- 
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tions de forme dépendent de la loi complète d'écrouissage ; sans 
compter qu'il pourrait intervenir une action même de la forme 
de la surface d'étranglement facilitant l'égalisation des sections. 

Il est tout naturel que le fil rompe au milieu d'une striction. 
On comprend aussi aisément que, dans la description de la 
courbe de traction à allongement imposé, la tension décroisse à 
partir du moment où un étranglement se creuse suffisamment 
pour que la diminution de section l'emporte sur Taugmentation 
d'écrouissage : d'où la portion descendante BC de la fig. 40. Il va 
de soi que l'étranglement, toutes choses égales (Tailleurs, se con- 
tinuera avant la rupture, d'autant plus que la pièce est plus 
épaisse ; d'où l'importance croissante de la partie descendante BC 
à mesure que cette épaisseur est plus notable par rapport à la 
longueur. 

Le profil de l'étranglement, auquel les ingénieurs attachent 
une importance exagérée, est caractéristique non pas de l'état 
initial, mais de l'état du cylindre essayé, au moment et aux points 
où la striction apparaît. Suivant les circonstances qui facilitent 
la production des étranglements, ceux-ci débutent donc pour 
des états différents de la matière et ont des profils différents. En 
particulier quand la striction est définitive, c'est l'état du métal 
au moment de la rupture qui règle le profil. 

Comme l'expérience montre qu'un fil tendu se rompt en un 
seul point et n'importe où, pourvu qu'il soit suffisamment long 
et convenablement attaché, force est bien d'attribuer cette 
rupture à un défaut d'homogénéité, qu'elle soit ou ne soit pas 
précédée d'une striction appréciable. Le seul fait que les par- 
ties du fil rompu peuvent encore notablement s'allonger sans se 
rompre, prouve qu'il ne faut attribuer la rupture pratique qu'à 
un défaut d'homogénéité. 

Ce raisonnement enlève à la charge dite de rupture tout intérêt 
théorique. Des fils, donnant exactement avant leur rupture la 
même courbe de traction, cassent pour des charges notablement 
différentes. La rupture provient d'un manque d'homogénéité 
purement local qui n'a souvent qu'une importance secondaire 
sur la forme de la courbe de traction, jusqu'au moment où il 
entraine brusquement une striction et une séparation. Aussi les 
charges de rupture sont-elles très variables d'un échantillon à 
l'autre, au moins quand on ne se contente pas d'une concordance 
à 10 ou 20 7o près. Pour préciser, elles sont beaucoup plus 
variables que les courbes de traction qui les précèdent. Je ne 
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veux pas nier Timportance pratique des moyennes qu*on trouve 
dans les traités ; il est toutefois bon d'observer que les ingénieurs 
admettent ce qu'ils appellent des coefficients de sécurité ; c'est- 
à-dire n'emploient les matériaux qu'avec des efforts 5 ou 10 fois 
plus petits que ceux qu'ils pourraient supporter, si on admettait 
comme exacte la valeur des charges moyennes de rupture. 

69. — Application du principe de Coulomb. — Que devons- 
nous penser de l'application du principe de Coulomb? Les 
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courbes de décharge sont-elles à peu près parfaitement élasti- 
ques, et conséquemment les courbes de recharge leur sont-elles 
superposées jusqu'à la charge déjà une fois atteinte ? 

On décrit la courbe de traction ABC {fig. 44) avec un fil de 
cuivre recuit. Parvenu au point C, on supprime l'écoulement 
(n* 16) et après un temps t connu, pendant lequel on dé- 
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crit (dP = o) la branche CD, on supprime brusquement la plus 
grande partie de la charge par un procédé qu'on imaginera faci- 
lement. Ceci fait, on recharge à nouveau et on obtient une nou- 
velle courbe, qui est formée d'une partie rectiligne EF puis qui 
s'infléchit brusquement suivant FG. La figure 42 donne trois 
courbes obtenues sur trois fils aussi identiques que possible, les 
points d'arrêts C correspondent au même allongement et les 
portions CD correspondent à des temps différents. 

L'expérience montre donc que le principe de Coulomb 
n'est qu'assez imparfaitement vérifié. Si les branches FQ vien- 
nent sensiblement se raccorder tangentiellement aux prolonge- 
ments des courbes AC, la branche EF ne vient pas passer par le 
point D, mais commence à s'infléchir avant ce point. Elle passe 
d'ailleurs d'autant plus près du point D que la branche CD (c'est- 
à-dire le temps passé sous charge constante) est plus grande. 

Ainsi les déformations permanentes ne sont pas absolument 
assimilables à ce qu'elles seraient pour un véritable frottement 
solide, dont la grandeur serait accrue par la déformation elle- 
même (écrouissage). A tout le moins, pour que la courbe de 
recharge vienne de nouveau passer par l'extrémité de la précé- 
dente courbe, faut-il que la plus forte charge imposée ait eu le 
temps d'agir. 

Cette non concordance absolue avec les conséquences du prin- 
cipe schématique de Coulomb est d'une importance théorique 
capitale ; elle ne doit cependant pas faire oublier que la con- 
cordance est approximative, qu'il s'en faut de peu que le corps 
ne soit devenu parfaitement élastique pourdes charges inférieures 
à la charge maxima déjà supportée. L'importance pratique du 
principe est donc considérable : il explique le rôle de tous les 
essais avec une charge P supérieure à celles que la pièce est 
destinée à supporter normalement. Les premières déformations 
l'écrouissent : elle se trouve ensuite pratiquement incapable de 
déformations permanentes pour toutes les charges notablement 
inférieures à la charge P. 

Ce que nous venons de dire du principe de Coulomb pour la 
traction, s'applique à toutes les autres déformations, torsion, 
flexion 

Quand on essaie des canons avec une quantité d'explosif supé- 
rieure à la normale (coups dits de matage), ou un pont avec une 
pression uniforme (lit de cailloux) plus grande que celle prévue 
pour la pratique courante, alors même qu'il y aurait pendant 
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l'essai une déformation permanente (et il y en a toujours une 
petite), il ne faudrait pas conclure que le canon et le pont auront 
en service une résistance insuffisante. Qui dit déformation, ne 
veut pas dire nécessairement fatigue; d'après le principe de Cou- 
lomb, la pièce déformée s'oppose ensuite davantage à la défor- 
mation permanente. 

Il ne faudrait pas conclure de ce qui précède qu'il y a toujours 
avantage à construire une pièce en métal mou et à Técrouir sur 
place, ne serait-ce qu'en conséquence de ce que nous verrons 
plus loin, qu'il y a, pour une déformation de grandeur donnée, 
des moyens plus ou moins avantageux d'écrouir. Cependant 
dans certains cas Técrouissage sur place peut offrir des avan- 
tages, comme se faisant de lui-même aux points qui subissent les 
plus fortes actions, et évitant ensuite, grâce à des déformations 
sans danger, les ruptures qui auraient pu se produire sur des 
pièces déjà écrouies. 

Le principe de Coulomb prend tout son intérêt quand on com- 
pare les déformations des corps qui lui obéissent approximati- 
vement, aux -déformations des corps qui ne lui obéissent pas du 
tout. Nous reviendrons plus loin là-dessus (n* 78) : on com- 
prendra dès lors à quel point il domine une grande partie de la 
question des déformations permanentes. 

70. — Influence de la vitesse de parcours des courbes de 
traction. — L'expérience prouve que la vitesse avec laquelle 
on décrit la courbe de traction, influe sur sa forme. Plus elle est 
grande, c'est-à-dire plus grand est le débit du courant d'eau qui 
tombe dans le seau de charge, plus un même allongement 
correspond à une charge élevée. Mais la variation de la courbe 
est faible au moins à la température ordinaire; il faut des expé- 
riences très précises pour la mettre en évidence, surtout quand 
on évite de produire de véritables chocs. 

L'influence de la vitesse s'exagère à chaud et nous ne saurions 
nous en étonner. Nous verrons que sur les métaux visqueux, la 
vitesse de charge a une importance énorme, prédominante ; or, 
il paraît évident à priori que les deux groupes de corps, très 
nettement distincts à froid, se rapprochent à chaud; la visco- 
sité devient la règle et les frottements solides l'exception. 

L'influence de la vitesse de parcours se montre d'une manière 
tout à fait particulière, quand on arrête brusquement le cou- 
rant d'eau (n" 16), ce qui revient à maintenir la charge cons- 
tante à partir d'un point de la courbe de traction. La vitesse 
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d'allongement à charge constante dépend de la vitesse de 
charge au moment où cesse Taccroissement de charge et lui est 
proportionnelle au moins dans les premiers instants. 

Je n'insiste pas sur les phénomènes très intéressants qu'on 
obtient en faisant varier systématiquement la vitesse de charge 
le long de la courbe de traction. J'indiquerai seulement qu'en 
maintenant un temps t suffisant une charge constante, puis en 
rétablissant le courant d'eau dans le seau de charge, le début de 
la courbe de charge consécutive à l'arrêt a une inclinaison qui 
se rapproche, à mesure que t augmente, de l'inclinaison carac- 
téristique des déformations parfaitement élastiques. 

71. — L'écrouis8as:e ne dépend pas seulement de la gran- 
deur des déformations, mais encore de la manière de les 
obtenir. — On a soutenu que l'écrouissage (c'est-à-dire les 
changements plus ou moins complexes de l'état de la matière) 
dépend uniquement de la grandeur de la déformation perma- 
nente et non des conditions dans lesquelles elle est obtenue. 
L'étude des courbes de traction montre que cette opinion 
est grossièrement erronée. 

On peut allonger un fil de n^/o avec ou sans filière : il devrait, 
d'après l'énoncé qui précède, avoir dans les deux cas les mêmes 
propriétés et par conséquent la même courbe de traction. La 
fig. 4«j montre ce qu'il en est. La courbe ABE (i) est la courbe 
complète de traction d'un fil de cuivre recuit d'un mètre de 
longueur initiale. Avec un autre bout de fil de même longueur 
et aussi identique que possible, on décrit la courbe de traction 
sans filière jusqu'au point B' correspondant à un allongement 
de n ^lo (ici n zr 14). On supprime brusquement la charge: à 
partir de la charge nulle on décrit à nouveau la courbe de charge 
C'D*E', suivant la technique expliquée ci-dessus au n^^ 69 à pro- 
pos du principe de Coulomb. Les parties AB et A*B' devraient 
coïncider, la partie D'E' se raccordera BE ; mais on a donné à la 
courbe ABE une petite translation verticale, de manière qu'on 
puisse comparer aisément les courbes i et 2. Cette première 
partie de l'expérience est donc la vérification du moins très ap- 
prochée du principe de Coulomb. 

Enfin on allonge avec la filière de 14 »/o un troisième bout de 
fil. on en prend l"i4 et l'on décrit la courbe de traction en fai- 
sant en sorte qu'elle coïncide d'abord sur le graphique avec 
CD'. Elle s'en sépare en D" et continue jusqu'en E" ou le fil 
casse (courbe 3). Bien entendu le tant "/o d'allongement est 
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déterminé par la filière que Ton possède, et le point B* est 
choisi sur la courbe de traction sans filière, de manière que 
rallongement correspondant lui soit précisément égal. Je 
n'insiste pas sur la fausseté d'une proposition qui exige que les 
courbes CE" et CD'E' soient identiques. 
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Ainsi la déformation n'est pas une mesure de Técrouissage ; 
les transformations de la matière sont des fonctions complexes 
de toutes les forces qui interviennent. Suivant qu'il existe des 
pressions considérables à la surface (dans le passage à la filière 
on peut évaluer l'ordre de grandeur de ces pressions à quelques 
milliers atmosphères) ou qu'il n'en existe pas, le même allon- 
gement produit des effets tous différents. 

J'ai pris comme témoin d'une différence entre les états des 
deux fils allongés avec ou sans filière, la diversité de leur 
courbe de traction : j'aurais pu prendre un autre phénomène 
quelconque. L'expérience montre par exemple que les chan- 
gements d'état qu'ils éprouvent quand on les recuit tous deux 
pendant un temps et à une température donnés, sont nettement 
différents. * 
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72. — Ecrouissage pour la traction obtenue par torsion. — 

Par ecrouissage nous avons toujours désigné le changement 
d*état qui provient d'une déformation permanente et en parti- 
culier la variation de résistance que le métal oppose à la défor- 
mation même avec laquelle on Técrouit. Mais il est bien évident 
que, la matière se transformant jusqu'en ses parties ultimes, ce 
n'est pas seulement pour cette déformation que la résistance du 
métal varie; elle se modifie en même temps pour toute autre 
déformation. 

En particulier une torsion permanente imposée à un fil mo- 
difie sa courbe de traction. L'étude de ce phénomène nous con- 
duira à des conclusions générales intéressantes. 

Tordons un fil d'un certain nombre de tours sous charge 
faible (pour éviter qu'il ne s'allonge pendant la torsion), puis 
faisons lui subir l'essai de traction. La courbe de traction est de 
plus en plus longtemps rectiligne, à mesure que la torsion pré- 
paratoire est plus grande; à cette partie presque verticale plus 
prolongée succède un infléchissement lui-même plus brusque. 
Tout se passe en somme comme si, au lieu d'avoir été lordu, le 
fil avait été écroui par des passes très lâches à la filière. Ces 
faits pouvaient aisément se prévoir. 

Toutefois ils confirment ce que j'ai dit au n* 33 des ordres de 
grandeur. Pour que l'écrouissage par torsion atteigne sa pins 
grande valeur, il faut que la déformation mesurée en tours par 
mètre de fil, soit énorme, de manière que la torsion mesurée en 
millièmes soit numériquement comparable îi la traction mesurée 
en millièmes qui produit un ecrouissage de même ordre. Ainsi 
un fil de cuivre recuit s'écrouit encore pour la traction quand sa 
torsion dépasse 80 **/o. 

Varions l'expérience précédente : pour un premier essai, pré- 
parons le fil par une torsion permanente de m tours à droite par 
exemple. Pour un second essai, préparons le fil par une torsion 
permanente de n tours à droite, n tours à gauche, n tours à 
droite, etc, de manière que la somme des valeurs absolues des 
déformations soit la même dans les deux préparations. 

L'essai de traction prouve que le fil est beaucoup moins écroiii 
dans le second cas. Donc ce n'est pas la somme en valeur abso- 
lue des déformations permanentes qui intervient dans l'écrouis- 
sage ; chaque déformation a, sur le changement d'état du métal, 
un effet qui dépend des forces en vertu desquelles elle est 
produite. 
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Ces résultats s'appliquent à Técrouissage par allongement ; on 
ne peut donc pas espérer écrouir une pièce par des extensions et 
des diminutions de longueur alternatives de peu d'étendue, si 
nombreuses que soient les opérations et par conséquent si 
grande que devienne la somme des déformations permanentes 
prises en valeur absolue. 

73. — Il est impossible de supprimer l'écrouissage par des 
déformations permanentes se succédant suivant certaines 
lois. — J*ai déjà dit quelques mots de cette question au nM4 : 
voici comment on peut démontrer expérimentalement la non 
renversabilité de Técrouissage. Je m'adresserai encore à Té- 
crouissage obtenu par torsion et je me servirai de l'essai de 
traction comme réactif de Tétat du fil. 

Comme il est bien évident, à priori et d'après les résultats du 
no précédent, que ce n'est pas en prolongeant la torsion tou- 
jours dans le même sens qu'on désécrouira le fil, on est immé- 
diatement conduit à demander la diminution de Técrouissage à 
des déformations alternées d'étendues, soit constantes, soit dimi- 
nuant selon certaines lois (par exemple en progression arithmé- 
tique ou géométrique). L'expérience ne réussit pas ; les défor- 
mations permanentes petites dans un sens succédant à des 
déformations grandes de sens inverse peuvent ne produire 
qu'un très faible accroissement d'écrouissage, mais en tous cas 
ne diminuent pas celui-ci. 

Il est bon de préciser ce qu'on doit entendre par faible accrois- 
sement d'écrouissage. Dans le cas de l'essai de traction employé 
comme réactif, l'accroissement d'écrouissage correspond à un 
allongement de la partie presque verticale de la courbe de 
traction et à un infléchissement plus brusque de cette courbe 
vers l'horizontale. D'une manière générale, l'écrouissage par 
rapport à un réactif signifie la modification dans un certain sens 
de telle variable liée à ce réactif, peu importent ces variables et 
ce sens. Par écrouissage il faut toujours entendre un certain 
changement d'état obtenu par des déformations permanentes et 
qui doit être défini dans chaque cas particulier. 

L'expérience précédente est importante. Il est admis qu'on 
peut ramener un morceau de fer à Tétat neutre magnétique 
(c'est-à-dire lui redonner les qualités qu'il avait avant toute 
aimantation) en le soumettant à des champs périodiques d'inten- 
sités décroissantes. Le changement d'état par aimantation serait 
donc un phénomène renversable (il ne s'agit pas de l'aimantation 
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pour laquelle la proposition ne fait aucun doute). Par un désir 
de généralisation un peu enfantin, on a comparé les déforma- 
tions permanentes et Taimantation ; cela revenait à expliquer 
des phénomènes obscurs par d'autres tout aussi obscurs. L'ex- 
périence précédente montre ce qu'il faut penser de ces ana- 
logies superficielles. 

74. — La matière ne reste généralement pas isotrope quand 
elle a subi une déformation permanente. — Une déformation 
permanente quelconque entraîne donc une modification géné- 
rale de Tétat de la matière, de sorte que sa résistance à tout autre 
déformation se trouve modifiée. La manie des lois simples a fait 
quelquefois conclure, contre toute vraisemblance et en opposi- 
tion avec les faits les mieux établis, que la matière restait iso- 
trope après une déformation permanente quelconque. La 
conséquence capitale de cette loi grossièrement erronée était de 
permettre d'énoncer Técrouissage par un seul nombre, une ma- 
tière isotrope étant identique pour toutes les directions, ayant 
par conséquent la symétrie de la sphère qui est complètement 
définie par la longueur de son rayon. 

Malheureusement Tobservation vulgaire montre qu'un lingot 
fortementmarteléetainsi transformé en un cylindre, n'estpas iden- 
tique en long et en travers, il se forme une structure en quelque 
sorte fibreuse; les courbes de déformation de cylindres d'essai 
(éprouvettes) taillés de manière que leurs génératrices soient 
parallèles (en long) ou perpendiculaires (en travers) aux généra- 
trices du cylindre obtenu par martelage, ne sont pas identiques. 
Il peut même arriver que la résistance des éprouvettes en tra- 
vers finisse par décroître, si le martelage a été poussé trop 
loin. 

L'expérience montre qu'un fil fortement allongé à la filière a 
une courbe de traction très sensiblement rectiligne jusqu'à la 
rupture : cependant sa courbe de torsion n'a pas la forme théo- 
rique (no 32) qu'elle présenterait si Técrouissage était limite pour 
la torsion. 

Il est donc incontestable que la matière ne reste pas isotrope 
et par conséquent que l'ensemble des transformations comprises 
sous le nom d'écrouissage n'est pas susceptible d'être exprimé 
par un nombre unique. 

Il n'y a aucune raison pour que cette anisotropie provoquée 
ne porte pas aussi sur les déformations parfaitement élastiques 
et par conséquent sur les modules qui les mesurent. D'où cette 
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conséquence importante : les raisonnements du n* 46 qui con- 
duisent à la relation : E=:2u.(l -|- d), peuvent cesser d'être 
valables, non seulement pour la raison alors invoquée (que le 
principe de la superposition des déformations n'a rien de néces- 
saire) mais encore parce que le corps déformé a cessé d'être 
isotrope. 

75. — Etude du recuit. — On est tenté de se faire du recuit 
une idée schématique qui, malheureusement pour la simplicité 
des phénomènes, s'éloigne singulièrement delà vérité. On pour- 
rait supposer qu'un recuit, maintenu un temps suffisant à une 
température T suffisamment voisine du point de fusion produit 
un état bien déterminé, stable et parfaitement isotrope. Mais les 
effets généraux du recuit sont plus complexes. 

Laissons de côté les changements dans la forme géométrique 
qu'on peut toujours éviter en ne s'approchant pas trop près de 
la température de fusion. Le recuit peut produire le retour à 
V homogénéité isotrope. \\ peut amener une homogénéité anisotrope^ 
une véritable cristallisation. Un métal recuit assez longtemps à 
haute température et refroidi lentement à partir de l'état fondu, 
cristallise : c'est un fait très général. La description du mé- 
tal brillé correspond bien à ce phénomène. Il se produit même 
avec des métaux parfaitement purs et dans le vide; mais le mi- 
lieu extérieur peut avoir un effet marqué. Les cristaux d'argent 
par exemple qui se forment bien dans le vide, ont une grosseur 
inaccoutumée quand le recuit a lieu dans l'hydrogène. 

Presque tous les alliages soumis à un refroidissement lent ten- 
dent à se séparer en plusieurs produits définis, qui diffèrent en- 
tre eux par la composition, la densité... La petitesse de la pro- 
portion d'un des métaux n'empêche pas le phénomène. Il ne 
faut pas croire d'ailleurs que les séparations soient impossibles 
du fait qu'il s'agit de corps solides: on commence à se rendre 
mieux compte aujourd'hui de l'extraordinaire mobilité des soli- 
des dissous les uns dans les autres, et de la facilité avec laquelle 
des groupements de composition définie se forment dans la 
masse. 

On connaît les effets de la trempe, c'est-à-dire du refroidisse- 
ment brusque." L*acier devient très apte aux déformations par- 
faitement élastiques : sur d'autres métaux, les effets sont opposés : 
la trempe adoucit les bronzes riches en étain qu'on peut aplatir 
aisément au balancier: les déformations permanentes sont deve- 
nues plus faciles. D'une manière générale, le métal peut avoir 
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à froid des propriétés qui dépendent de la manière dont le refroi- 
dissement s'est effectué, de la température jusqu'à laquelle on a 
refroidi et du temps qui s'est écoulé depuis le refroidissement. 

Les métaux peuvent absorber des gaz à température relative- 
tivement basse et garder à froid les gaz qu'ils ont absorbés à des 
températures plus élevées : leurs propriétés mécaniques sont 
quelquefois absolument modifiées. Le rochage de l'argent pour 
l'oxygène ou du cuivre pour l'hydrogène prouvent l'absorption ; 
mais le dégagement des gaz est toujours incomplet. 

Pendant le recuit, des métaux en contact avec des corps soit 
solides soit gazeux, peuvent absorber des quantités plus ou moins 
grandes de ces corps par cheminement de la surface vers l'inté- 
rieur : sur ce phénomène sont basés tous les procédés de cémen- 
tation. On arrive ainsi à modifier jusqu'à une profondeur qui 
dépend de la température et de la durée de l'opération, la nature 
chimique et la structure moléculaire du métal. Le cheminement 
se produit parfois à des températures très basses, nouvelle preuve 
de la porosité ou plus exactement de la mobilité des parties 
constitutives d'un solide. 

En définitive les changements d'états obtenus par recuit dé- 
pendent de la température du recuit, de sa durée, du milieu 
extérieur, de la loi de refroidissement, et du temps qui s'est 
écoulé depuis l'opération. On peut dire que la définition d'un 
recuit est ce qu'on peut imaginer de plus complexe et aujour- 
d'hui encore de plus mal connu. L'étude micrographique des 
métaux commence à jeter quelque clarté sur ces questions au 
point de vue de la constitution et des équilibres chimiques : 
nous sommes peut-être loin du jour où l'on pourra conclure à 
coup sûr les propriétés mécaniques, les seules dont nous nous 
occupons, de la connaissance des apparences microscopiques. 

76. — Cycles limites, limite des limites. Accommodation. — 
Quelques savants ont introduit récemment dans ces questions 
une terminolagie qui recouvre des notions très simples et fort 
anciennement connues. 

Soit par exemple un fil de cuivre étiré qui supporte une charge 
P. Faisons varier P systématiquement entre Po et Pi suivant 
une loi déterminée en fonction du temps. Conformément aux 
définitions du n<> 20, nous décrivons un cycle. Admettons que le 
cycle soit à accommodation : nous obtiendrons bientôt le cycje 
limite. 
Chauffons le fil à T«. Maintenons-le un temps t à cette tem- 
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pérature et refroidissons-le. Recommençons à décrire des cycles 
entre Po et Pi. Le fil est recuit seulement en partie, si le temps t 
est assez court. Nous allons obtenir un nouveau cycle limite. 
Recommençons cette opération un certain nombre de fois ; les 
cycles limites diffèrent entre eux de moins en moins et tendent 
vers un cycle que nous pouvons appeler limite des limites. En 
effet le fil a pris peu à peu le recuit définitif qui convient à la 
température T et à la loi de refroidissement. 

On peut présenter ces considérations sous une forme un peu 
différente. 

Supposons que nous mettions successivement en jeu deux 
variables, la charge P et la température T. Nous parcourons une 
série de cycles dans le plan figuratif (P, L); nous admettons qu'il 
y a accommodation ; peu à peu la courbe qui représente la lon- 
gueur en fonction de la charge se ferme; le cycle se fixe, il tend 
vers sa limite. 

Nous décrivons alors un parcours dans le plan lofigueur^tem- 
pérature ; ce parcours n'est pas fixé. Si nous revenons aux pre- 
miers parcours, nous obtiendrons un nouveau cycle limite. 
Recommençons cette même série d'opérations un grand nombre 
de fois; peu à peu le système complet des parcours devient 
périodique ; si Ton veut, la courbe gauche décrite dans Tespace 
charge-températiire-longueur tend à se fermer. 

Sous cette dernière forme on retrouve à peine modifié Ténoncé 
général de la proposition qui nous a servi à définir l'accommo- 
dation au n^ 20. L'existence du cycle limite des limites provient 
de son application 



à deux variables 
distinctes qu'on 
fait varier succes- 
sivement et pé- 
riodiquement. 

77. — Courbes 
de traction de 
certains fers. — 
Certains fers don- 
nent des courbes 
d'une forme par- 
ticulière {fig, 46) 
dont je dirai quel- 
ques mots pour 
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en tirer un enseignement général. La courbe à charge croissant 
proportionnellement au temps est au début, suivant ABC, tout 
à fait analogue à la courbe de traction des métaux tels que le 
cuivre, l'argent, le platine. Mais à partir du point C, elle cesse 
de s'infléchir, remonte suivant CD; elle reprend alors suivant 
DE une courbure de sens habituel. Elle possède donc deux 
points d'inflexion en C et en D; par conséquent un minimum 
d'inclinaison dP : dlL en C et un maximum d'inclinaison en D. 
Je n'ai pas à chercher ici à quelles conditions le fer donne ces 
courbes et quelles sont les causes d'un phénomène aussi singu- 
lier. 

Voici maintenant le point sur lequel je désire attirer l'atten- 
tion. Des ingénieurs, se servant de machines industrielles, ont 
trouvé ce qu'ils appellent des courbes d palier, A'B'C'D'E'. Il n'y 
aurait plus deux points d'inflexion, mais deux points anguleux. 
La partie CD serait remplacée par une horizontale, un pa- 
lier CD'. Ces apparences tiennent uniquement aux imperfec- 
tions des machines d'essais industrielles. Quand on opère sur des 
cylindres de petit diamètre et suffisamment longs, et qu'on im- 
pose les charges bien régulièrement, par exemple proportion- 
nellement au temps, les points anguleux n'existent sûrement pas. 
Les deux courbures, entre B, C d'une part et D, E de l'autre, 
peuvent être de court rayon, mais ce rayon est toujours loin 
d'être infiniment petit. En ayant confiance dans les graphiques 
industriels, on commet l'erreur déjà signalée à propos de la soi- 
disante limite d'élasticité (n® 30). Inutile de faire observer que si 
les points anguleux n'existent pas pour des fils homogènes de 
petit diamètre, ils n'existent pas a fortiori pour des pièces plus 
volumineuses qui ont bien des chances d'être moins homogènes. 

78. — Courbes de traction pour les corps visqueux. — Au 
n° 23 j'ai dit quelques mots de la courbe de traction des corps 
h frottement visqueux : elle est représentée (fig, 17). J'indiquerai 
ici celles des conséquences générales de cette nature des frotte- 
ments qui distinguent entièrement les deux groupes fondamen- 
taux en lesquels se partagent les corps. 

Tout d'abord les courbes de traction des corps visqueux sont 
sous la dépendance prépondérante de la vitesse de charge. Si la 
charge est rapide, on peut arriver à des tensions relativement 
considérables avant qu'il se soit produit une déformation appré- 
ciable. Il est curieux de constater par exemple qu'un fil d'alliage 
eutectique de plomb et d'étain, qui s'allonge de plusieurs fois 
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sa longueur sous des charges de 50 grammes, peut supporter quel- 
ques secondes une charge pouvant aller à près de 3 kilogrammes. 
La vitesse de déformation est alors bien entendu considérablement 
plus grande : pour fixer les idées, plus de 100 fois plus grande. 

Le fil qui a supporté une certaine charge, serait-ce pendant 
un temps notable, n'est pas devenu parfaitement élastique pour 
une charge inférieure, même comme première approximation. 
L'écrouissage a maintenant une tout autre forme ; c'est une 
variation dans la grandeur de la viscocité. 

Si le frottement est strictement visqueux, le corps s'allonge à 
température rigoureusement constante sous une charge faible 
qui peut se réduire à son propre poids. La vitesse augmente 
beaucoup, ou, si l'on veut, la viscosité diminue beaucoup, quand 
la température s'élève. L'allongement au moment de la rupture 
est considérable si la charge est faible, atteint par exemple 6 à 
7 fois la longueur initiale. 

Comme nous l'avons déjà dit, il est plus que probable que 
tous les corps se rapprochent de réaliser ce type à mesure que 
leur température s'élève. Il est curieux d'étudier le même 
métal à des températures croissantes et de passer ainsi d'une 
façon continue d'un type à l'autre. Nous avons déjà fait cette 
étude sur le cuivre. 

79. — Résistance vive. Fragilité. — La notion de résistance 
vive qui semble avoir un intérêt considérable, apparait à la discus- 
sion comme dénuée de valeur. On appelle résistance vive d'élas- 
ticité parfaite le travail total qu'il faut effectuer pour amener 
un corps à sa limite d'élasticité parfaite. Cette limite n'existant 
pas, nous dirons que c'est le travail qui ne peut être dépassé 
sans que la déformation permanente devienne notable: On appelle 
résistaîice vive de rupture^ le travail à effectuer pour produire 
la rupture du corps. Ces résistances ont pour expression mathé- 
matique générale / PdL, L étant la longueur obtenue à la fin 

de l'opération, P la charge à chaque instant. Elles sont figurées 
par l'aire comprise entre la courbe de traction, l'axe des abscisses 
et deux ordonnées correspondant aux longueurs initiale et finale . 

dP 

Si on pose 3 zz -—— , et si on admet que & est constant, la 

dL 

valeur de l'intégrale devient : — <§(L — Lo)^ ; on l'appelle dans 
ce cas énergie potentielle pour l'allongement L — Lo- 
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On s'est imaginé que cette notion permettrait de prévoir la 
rupture par le choc. Supposons qu'une masse enfilée dans une 
lige prismatique, verticale et terminée en bas par un bourrelet, 
soit lâchée d'une certaine hauteur au dessus du bourrelet, elle 
acquiert en tombant une force vive. Il est clair, a-t-on dit, que 
si la force vive excède la résitance vive d'élasticité du prisme, 
la verge prismatique aura subi une déformation qu'il est néces- 
saire d'éviter dans les constructions. Il est clair, ajoutait-on, 
que si la force vive dépasse la résistance vive de rupture, 
le prisme pourra se rompre. Ce qui parait seulement clair, 
c'est l'extravagance de ce raisonnement. 

D*abord les expériences avec lesquelles on calcule les résis- 
tances vives correspondent à des déformations lentes et leurs 
résultats n'ont aucun rapport nécessaire avec ce qu'on obtien- 
drait pour des chocs. Ensuite dès que les pressions deviennent 
brusques, il est illégitime d'imaginer que les déformations se 
répartissent uniformément : il est nécessaire d'introduire la 
vitesse de propagation. Enfin l'expérience la plus vulgaire, expé- 
rience que connaissent tous les professionnels des foires, montre 
que la rupture par choc se produit, précisément pour les 
raisons que nous venons de dire, dans des conditions toutes 
différentes que la rupture par pression graduée. Tout le monde 
a vu casser d'un coup de trique un manche à balai dont les 
extrémités reposent sur deux verres : les verres ne s'en portent 
pas plus mal après l'opération, ce qui prouve la rupture s'est 
effectuée avant que les pressions aient pu se transmettre aux 
bouts du manche à balai. On se demande comment devant de 
tels faits, il a pu venir à l'esprit d'introduire dans la science la 
notion de résistance vive et surtout de l'y conserver. 

L'erreur provient de ce qu'on n'a pas voulu reconnaître 
comme une propriété distincte la fragilité. A identité presque ab- 
solue des courbes de déformations, personne ne confondra le 
verre et un métal. Pourquoi dans le verre la cassure se propage-t- 
elle et pourquoi ne se propage-t-elle pas dans tel autre corps? ce 
sont là questions très obscures assurément, mais qu'on ne résou- 
dra pas sans en parler. 

Il n'est pas absurde d'imaginer un corps assez dur et assez 
rigide pour ne pas se déformer du tout, un corps qui par con- 
séquent aurait des résistances vives nulles, et sur lequel pour- 
tant tous les corps viendraient se briser. Personne ne songera 
à consulter une table des résistances vives pour choisir un métal 
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de blindage ; plus exactement tout le monde choisira sans 
hésiter le métal qui d'après ces tables possède une résistance 
vive insignifiante. Les plaques de blindage employées sont dans 
ce cas. Quant au principe de la conservation de l'énergie qu'on 
invoque, il trouvera bien moyen de se satisfaire autrement. La 
chaleur est toujours là comme deus ex machina. 

D'ailleurs comment se fait-il que le pouvoir pénétrant d'un 
obus croisse quand il possède un chapeau de métal doux? N'est- 
ce pas en contradiction absolue avec la notion de résistance 
vive ? 

Voici encore une remarque qui montre avec quelle légèreté 
et quelle routine on raisonne en ces matières. 

Il est évident, d'après le principe de Coulomb qu'à mesure 
qu'un métal à frottement solide a été de plus en plus déformé 
d'une manière permanente, sa résistance vive diminue, puisqu'on 
supprime de l'aire totale disponible l'aire qui correspond à la dé- 
formation permanente déjà effectuée. Que penser alors de l'affir- 
mation qu'on trouve à peu près partout: -se Pour les chaînes d'atte- 
lage, pour les câbles de fer de la marine, les fers doux et extensi- 
bles sont préférables aux fers durs, par ce que. s allongeant plus 
facilement^ ils se rompent moins facilement et offrent ainsi plus 
sécurité ». Ce n'est pas le fait que je nie, mais l'explication du 
fait. Voilà des barres d'attelage qui doivent résister à des chocs, 
' non pas un? fois^ mais indéfiniment. Il est clair qu'on ne doit 
jamais aller jusqu'aux allongements permanents ; car s'ils résis- 
taient une première fois, leur résistance vive diminuant, ils 
ne résisteraient pas la seconde et a fortiori la troisième. On 
emploie des métaux doux parce qu'ils sont moins fragiles, la 
fragilité étant une propriété sui generis qui n'a rien à. voir avec 
la forme de la courbe de traction. Les chocs devant être tels 
qu*il n'y ait pas d'allongement permanent, il importe peu qu'ils 
s'allongent ou ne s'allongent pas avec facilité. 

Enfin si la notion de résistance vive a une valeur nulle dans le 
cas des métaux à frottement solide, elle est inexistante dans le 
cas des métaux à frottement liquide. C'est la vitesse de défor- 
mation qui intervient au premier chef sur la forme de la courbe 
de déformation et par conséquent sur l'aire limitée par cette 
courbe. Il y a donc, même comme première et grossière appro- 
ximation, autant de résistances vives que de manières de décrire 
la courbe, c'est-à-dire une infinité. 

80. — Essais de traction industriels sur des éprouvettes. 
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— Généralement les essais de traction industriels sont faits sur 
des cylindres découpés à froid dans le métal dont on veut 
apprécier les qualités : ils portent le nom dépronvettes, 

L'éprouvette est généralement un cylindre circulaire fini 
au tour (/?^. 4)7; on y maintient deux tètes cylindriques grâce 
auxquelles on la fixe aux mâchoires de la machine d'essai. Ses 

dimensions sont inscrites dans 
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le cahier des charges; la lon- 
gueur est ordinairement su- 
périeure à 2(K»n ; on doit évi- 
ter de la prendre trop petite, 
^'^' ^^ les résultats perdant alors une 

bonne part de leur valeur. Deux repères marqués sur le corps 
de Téprouvette déterminent la longueur utile. Pour essayer des 
tôles, on y découpe des éprouvettes qui ont une largeur cons- 
tante et Tépaisseur même de la tôle ; on maintient aux extrémi- 
tés des surfaces d'attache. 

La machine d'essai permet d'exercer des tractions variant de 
20 à 100 tonnes ; les plus perfectionnées enregistrent la courbe 
de traction. Je n'ai pas à les décrire ici. 

En définitive l'essai de traction industriel revient à déterminer 
la courbe de traction d'un cylindre de dimensions convenues. 
J'ai déjà dit que la précision obtenue, très suffisante pour l'in- 
dustrie, ne l'est plus quand il s'agit de recherches d'un carac- 
tère scientifique. En particulier les graphiques industriels rem- 
placent toutes les courbures accentuées par des points anguleux, 
et les parties voisines de Thorizontale par des paliers. La loi 
suivant laquelle les charges ou les allongements sont imposés, 
est mal définie, sans parler du jeu qu'il est impossible d'éviter au 
bout de quelques temps entre les pièces d'une machine qui sup- 
porte de trèsgrandsefi'orts. J'insiste su ries défauts de ces machines 
pour mettre en garde les ingénieurs contre les tendances bien 
naturelles qu'ils ont de transformer en observations pseudo scien- 
tifiques des essais techniques du caractère le plus pratique. 

Quand on estsûr d'un résultat obtenu sur une pièce de petites 
dimensions, il est impossible de dire quel sera quantitativement 
le résultat sur une pièce de grandes dimensions, autrement qu'en 
s'appuyant sur des hypothèses. Mais ce qu'il est possible d'affir- 
mer en toute sécurité, c'est que les résultats ne seront pas plus 
simples pour ces dernières, ne serait-ce que parce qu'on a plus 
de chances d'homogénéité avec une pièce de dimensions res- 
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treintes. Or, chaque fois que les ingénieurs ont tiré une loi de 
leurs essais, elle a toujours été une simplification des règles po- 
sées par les expériences de laboratoire. Celles-ci nous apprennent 
par exemple qu'il n'y a pas de limite d'élasticité, les ingénieurs 
en soutiennent Texistence ; le reste à Tavenant. 

Il faut prendre Tessai industriel pour ce qu'il est, et personne 
ne songera plus à discuter les services qu'il rend II doit donner 
des indications (à 10 0/0 près, pour citer un ordre de grandeur) 
sur l'allongement moyen avant la rupture, sur la charge de rup- 
ture et sur les charges qui n'allongent pas sensiblement Téprou- 
vette d'une manière permanente. Il permet d'étudier le grain du 
métal rompu, la nature et la grosseur des cristaux s'il en existe, 
l'épaisseur de la couche de cémentation pour des barres cylin- 
di iques cémentées, et d'autres questions da même ordre. 

Quant aux renseignements d'un caractère plus scientifique et 
plus profond, il ne peut les fournir et il est imprudent de les lui 
demander. Je ne veux pas dire qu'il soit impossible d'étudier 
scientifiquement les pièces de grandes dimensions, mais seule- 
ment que c'est une étude qui n'a aucun rapport avec les essais 
industriels tels qu'on les pratique et qu'il est impossible de faire 
par surcroît, en compulsant après coup les notes qu'on a pu 
prendre, serait-ce sur des milliers d'essais. 

L'essai industriel est un réactif comme un autre : ou bien l'in- 
génieur se demande si le métal qu'il a obtenu est bien conforme 
au cahier des charges, qui a spécifié certaines conditions ; ou 
bien étudiant des alliages nouveaux, des procédés de trempe, de 
cémentation,... non encore employés, il compare les propriétés 
générales de traction des nouveaux métaux avec celles des an- 
ciens. L'étude scientifique des déformations permanentes n'a ni 
le même but ni les mêmes moyens : elle s'occupe de l'étude du 
réactif lui-même, l'étude du corps particulier soumis à l'essai 
passant au second plan. Il y a beau temps que l'essai, tel qu'on 
le pratique dans l'industrie, a fourni aux savants tout ce qu'il 
pouvait rendre. 

81. — Essais de traction industriels pour l'étude de la ré- 
sistance des pièces à des efforts autres que des tractions dans 
la direction même de Téprouvette. — L'essai de traction étant 
de beaucoup le plus usité, je développerai ici quelques considé- 
rations qui s'appliquent aux essais industriels de tous genres et 
qui ont une importance pratique indiscutable. D'une manière 
très générale, l'essai industriel se présente sous trois formes : 
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1» Il est fait sur la pièce même qui doit servir (une roue de 
wagon, par exemple, qu'on essaie à la presse hydraulique). On 
s'efforce de le rendre aussi semblable que possible aux condi- 
tions de la pratique. Il prend les formes les plus diverses suivant 
les cas. Pour essayer une plaque de blindage, on tire dessus ; 
pour essayer un matériel d'artillerie, on impose à quelques af- 
fûts et à quelques caissons un parcours àe plusieurs centaines de 
kilomètres en terrain varié. 

2° L'essai est effectué sur de la matière non encore arrivée à 
sa forme et à son état d'emploi. L'emploi peut même ne pas être 
spécifié. On reçoit par exemple des barres de fer qui serviront 
à de multiples usages, qui pourront dans la suite être forgées, 
tournées.. . On reçoit du ciment qui doit, dans certaines condi- 
tions, donner des pièces ayant telle résistance. L'essai nous 
apprend seulement si la matière est conforme à un échantillon : 
on pourrait lui substituer une méthode chimique, électrique ou 
magnétique. Naturellement puisque la matière doit par la suite 
être soumise à des efforts et subir des déformations, on choisit de 
préférence un essai mécanique et, comme le plus commode, 
l'essai de traction. — Dans certains cas on préfère l'essai de tor- 
sion ou de flexion comme se rapprochant davantage des défor- 
mations auxquelles la matière sera exposée : nous reviendrons 
sur leur définition au chapitre suivant. 

3» Il peut arriver enfin que l'utilité de l'essai soit subordonné 
à une théorie des déformations permanentes : il n'est plus, 
dans l'état actuel de ces théories^ qu'un dangereux trompe l'œil. 
L'exemple suivant explique clairement ce que je veux dire. 

Il est naturel qu'un artilleur se déclare satisfait quand son ca- 
non tient, sous une charge donnée d'un explosif donné ; l'expé- 
rience a un sens, elle est d'un empirisme intelligent et rigou- 
reusement scientifique. Il est infiniment moins judicieux, une 
fois le canon forgé, de tourner dans la partie qui tombe, deux 
éprouvettes, l'une en long, l'autre en travers, et de déterminer 
leur charge de rupture. Il n'existe en effet aucune relation con- 
nue entre les résultats de l'essai de traction des éprouvettes et la 
résistance aux déformations réelles que la pièce est ultérieure- 
ment exposée à subir. L'expérience montre par exemple qu'un 
martelage exagéré, qui augmente pourtant la charge de rupture 
de l'éprouvette en long, n'augmente pas, tout au contraire, la 
résistance de la pièce. 

Pour le moment dans ce troisième cas, on ne sait comment in- 
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terpréter les résultats ; Tessai est au moins inutile. Il peut 
donner dans des circonstances particulières une sécurité illusoire 
et par conséquent dangereuse. Assurément si la matière restait 
isotrope après les déformations permanentes, notre raisonne- 
ment serait en défaut ; mais nous avons vu au n" 74 ce qu'il faut 
penser de cette hypothèse simplificatrice. 
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Courbes de torsion. Grandes oscillations de torsion 



82. — Comparaison de la courbe de torsion avec la courbe 
théorique résultant d'un frottement solide sans écrouissa^e 
ou avec écrouissage. — J'ai décrit au n^ 26 et suivants les for- 
mes caractéristiques de la courbe de torsion : j'ai étudié au n» 33 
ce qu'elle devient dans l'hypothèse infiniment trop simple d'un 
frottement rigoureusement solide et sans écronissage (courbe de 
J. Thomson). Je vais montrer que l'hypothèse même d'un frot- 
tement solide avec écronissage est elle-même insuffisante pour 
expliquer les phénomènes» 
Opérons par exemple avec un fil de cuivre recuit. 
Parvenu en un point B d'une courbe de torsion (fig- 48), je 
détors et reviens au couple nul. L'hypothèse d'un frottement 
solide conduit à dire que la courbe de détorsion est rectiligne 
jusqu'au couple nul. Pour la traction la même conséquence 
existe, mais elle est difficile à soumettre à l'expérience pour des 
raisons pratiques que j'ai souvent invoquées : le champ d'obser- 
vation est trop restreint et les expériences d'une précision néces- 
^ sairement douteuse. Ici le contrôle est aisé. 

I L'expérience donne d'abord une loi très importante sur 

^\' laquelle nous reviendrons un peu plus loin. Si avant de détor- 

^f dre, il s'écoule un temps suffisant, pendant lequel le couple C 

g décroît à azimut constant, au moment où commence la détor- 

L sion, l'inclinaison dC : dxde la tangente par Inquelle débute la 

'i. courbe de détorsion, mesure très sensiblement le module brut m 

l- au point du plan de déformation sur lequel on se trouve. Ainsi 

5 l'attente sous azimut constant produit pour l'apparition du mo- 

dule brut le même effet que le parcours de petits cycles. J'ai 
indiqué au n« 70 pour la traction un phénomène tout à fait ana- 
\ logue. 

Continuons à détordre; la courbe s'infléchit. Rien dans sa 



CHAPITRE VI 



123 



forme ne nous apprendra que nous passons au couple nul. Au 
moment de ce passage, Tinclinaison dC : dx peut être la moitié 
de l'inclinaison au départ qui, nousTavons vu, est très approxi- 
mativement égale au module brut. Ainsi le couple est nul et le 
fil est très éloigné de se conduire comme parfaitement élastique, 

Couples 



•00 




FIG. 48 

■ 

Tout à rheure sous un couple qui pouvait être relativement 
énorme, les déformations étaient bien plus près d'être dégagées 
de réactivité ou d'autres phénomènes accessoires. 

Dépassons le couple nul : parvenus en C rebroussons chemin. 
Il y a hystérésis : les courbes de détorsion et de retorsion ne sont 
pas superposées. Nous voici loin de la simplicité exigée par le 
principe de Coulomb. Revenons à la torsion primitive ; la 
courbe CDE* repasse non pas par le point B, mais un peu au- 
dessous. Elle se raccorde enfin à la première courbe de torsion, 
d'autant plus loin du point B que l'excursion BC a été de plus 
grande amplitude. 
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Les cycles sont à accommodation : si on répète indéfiniment 
un parcours entre les couples qui correspondent aux points B 
et C par exemple, Taire comprise entre les branches d'aller et 
de retour diminue, le cycle s'aplatit et en même temps se re- 
dresse. Si le cyclç imposé n'est pas trop long» il finit par être très 
approximativement rectiligne et sans hystérésis : Tinclinai- 

Couoles 
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FIG. 49 

son dC : dx de la courbe en chacun de ses points est alors égale 
au module brut m en ce même point : la courbe est à peu près 
parfaitement élastique 

Si le cycle imposé est très grand, tout en restant à accommo- 
dation il conserve une hystérésis qui peut être énorme et ses 
déformations ne deviennent pas parfaitement élastiques. La 
fîg. 49 donne une idée de cycles de très grande amplitude par- 
courus entre azimuts donnés. 

Bien entendu la forme des cycles diffère suivant l'état de la 
matière du fil essayé, suivant par exemple qu'il est recuit ou 
écroui par une autre déformation (passage à la filière, allonge- 
ment sans filière). S'il est recuit avec le plus grand soin, l'expé- 
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rience prouve que la partie initiale de la première courbe de 
torsion cesse d'être rectiligne pour les plus petits couples. Cela 
revient à dire qu'il est possible de trouver des matières rentrant 
dans le type du frottement solide, mais pour lesquelles ce frotte- 
ment est au début rigoureusement nul. Il ne prend des valeurs 
de plus en plus grandes que par le fait même des déformations, 
quand suiva;it notre terminologie le corps s'écrouit. 

83. -— Rè£:le 8:énérale approchée à laquelle obéissent les 
courbes de torsion. — - Je vais exposer une règle générale qui, 
sans être rigoureuse, résume assez approximativement l'allure 
d'un système de courbes de torsion, effectuées dans une partie 
suffisamment restreinte du plan de 
déformation. Supposons {fig. 50) 
que, parvenus en un point C d'une 
courbe de torsion ABC, nous chan- 
gions le sens de la torsion ; nous 
décrivons une courbe de retour 
CDA ; le point C où a lieu le chan- 
gement de sens s'appellera l'origine 
de la courbe. L'inclinaison en ce 
point est, comme nous l'avons dit 
plus haut, sensiblement égale au 
module brut, que nous admettrons 
constant dans toute la région du plan de déformation considérée. 

Vexpérieuce montre que les courbes de torsion ou de détorsion 
rapportées à leurs origines ^ c'est-à-dire après des translations 
parallèles convenables, sont à peu près superposables. Une 
courbe de torsion est superposable à une courbe de détorsion ; 
mais il faut, avant de faire coïncider leurs origines par des 
translations convenables, faire tourner l'une de 180° autour d'un 
axe perpendiculaire au plan de déformation. Ainsi tous les par- 
cours peuvent être obtenus approximativement à l'aide d'une 
seule courbe qui sert toujours à partir de son origine et jus- 
qu'à un point d'autant le plus éloigné que le parcours est plus 
long. 

Il est infiniment remarquable que cette règle simple résume 
un grand nombre d'expériences aux résultats desquelles on n'a- 
vait su donner que des énoncés bizarres et souvent erronés, 
quand on considérait le rôle du couple nul comme prédominant, 
et les déformations comme principalement réglées, non pas par 
leur succession, mais par la valeur actuelle du couple. Mais la 
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réussite au moins approximative d'un pareil énoncé fait toucher 
du doigt l'insuffisance des schémas du chapitre I. Ils ne fournis- 
sent évidemment qu'un classement provisoire dans Tattente de 
théories plus complètes. 

84 . — Symétrie particulière de constitution obtenue par des 
torsions permanentes. — J'ai dit au n® 74 qu'il est impossible 
de supposer que la matière déformée reste isotrope. La démons- 
tration repose sur la considération de déformations permanentes 
homogènes. Lorsqu'il s'agit de déformations hétérogènes, comme 
celles qui se produisent dans la torsion, les phénomènes pren- 
nent, comme nous allons voir, une symétrie hélicoïdale non 
douteuse. Il serait imprudent d'en conclure immédiatement la 
symétrie hélicoïdale de la matière : c'est précisément poiir appe- 
ler l'attention sur ces deux points de vue très différents, symé- 
trie d'un système déformé et symétrie de la matière constitu- 
tive, que je vais décrire quelques-uns des phénomènes les plus 
ne ta. 

Soit un fil recuit auquel nous imposons des cycles entre des 
couples égaux et désignes contraires i^ Cil faut bien commen- 
cer d'un côté ou de l'autre : l'expérience montre que les courbes 

« 

de torsion et de détorsion ne sont pas symétriques par rapport à 
l'axe des abscisses. Le fil reçoit de la première torsion perma- 
nente une symétrie particulière, que les torsions suivantes ne lui 
feront perdre qu'en partie ; plus exactement à laquelle les tor- 
sions suivantes superposeront une symétrie semblable et inverse, 
mais de grandeur moindre. Malheureusement, et c'est la plus 
grande difficulté que présente l'interprétation des phénomènes 
hétérogènes, la symétrie des résultats peut tenir en partie à une 
inégale déformation initiale des divers cylindres concentriques 
formant le fil et à la symétrie particulière qui résulte pour le 
système de leurs inégales torsions. Toutefois il paraît certain que 
le gros du phénomène est dû à la symétrie hélicoïdale de la ma- 
tière elle-même. 

Autre exemple. Tordons un fil de manière que la torsion per- 
manente soit d'un nombre suffisant de millièmes : laissons-le 
revenir au couple nul et allongeons-le sous ce couple. Il se pro- 
duit pendant l'allongement des torsions et des détorsions qui 
sont la preuve d'une structure hélicoïdale. L'essai de traction 
sert ici de réactif pour la constitution intérieure. 

8^. — Déformations superposées. Torsion et traction. — Le 
seul moyen pratique d'enlever à l'ingénieur l'idée dangereuse 
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qu'il est possible de construire avec peu d*efïorts une théorie des 
phénomènes, et de persuader le physicien qu'il existe des beso- 
gnes plus utiles que de répéter indéfiniment sur les corps les plus 
variés les expériences classiques en petit nombre dont on détaille 
la description dans les traités, est de leur donner une idée de 
retendue de la question des déformations des solides, bi com- 
plexes que puissent leur paraître les schémas développés au cha- 
pitre I, ils sont grossièrement insuffisants ; et leur insuffisance 
^devient comme palpable à mesure qu*on complique les phéno- 
mènes expérimentalement étudiés. 

Si nous ne savons comment expliquer le détail des courbes de 
traction et des courbes de torsion sous charge faible^ à quel 
point sommes-nous éloignés d'une explication, quand nous pro- 
duisons simultanément une torsion et une traction ! 

Par exemple l'expérience montre que, même sous charge très 
faible, une torsion permanente produit un allongement sensible 
du cylindre tordu. Plus généralement les conditions de résistance 
d'un milieu sont complètement modifiées pour certains ef- 
forts (ici la traction) du seul fait que simultanément il est inca- 
pable de résister à d'autres elïorts (ici la torsion). 

Pour un lecteur non prévenu, il n'y a pas dans ce résultat de 
quoi s'étonner; mais sa surprise n'en sera que plus grande quand 
il saura que toutes les théories actuellement proposées des défor- 
mations permanentes et en particulier celles avec lesquelles les 
ingénieurs sont censés calculer les résistances des matériaux, 
s'appuient implicitement ou explicitement sur l'hypothèse de 
l'indépendance des déformations permanentes, tout comme les 
théories des déformations parfaitement élastiques s'appuient sur 
le principe de la superposition des efforts et de l'indépendance 
de leurs effets. 

Le résultat précédent n'est pas isolé : un cylindre tendu ne 
résiste pas de la même manière à la torsion permanente qu'un 
cylindre non tendu. Déplus, toutes les conditions de l'écrouis- 
sage se trouvent modifiées. Je montrerai plus loin, dans une étude 
rapide des diverses théories proposées, combien elles sont inca- 
pables de relier entre eux des phénomènes qu'on peut cepen- 
dant considérer comme des cas particuliers relativement simples. 

86. — Oscillations de torsion de s^rande étendue. — Les con- 
ditions particulières d'observation des torsions nous permettent 
d'aborder sur les métaux des questions quasiment insolubles 
pour les tractions. Telles sont les oscillations de grande étendue 



128 ESSAIS DES MATÉRIAUX 

pour lesquelles les déformations ne sont pas très loin d'être par- 
faitement élastiques. 

Pour définir les modules d'élasticité j'ai utilisé de petits cycles 
décrits suivant une loi sinusoïdale en fonction du temps; il s'agit 
simplement alors de déterminer l'inclinaison moyenne du cycle, 
c'est-à dire l'inclinaison d'une des diagonales du rectangle dans 
lequel la courbe est inscrite. Cela ne veut pas dire que la courbe 
se réduit nécessairement à cette diagonale elle-même, mais que 
pratiquement le cycle est tellement aplati qu'il n'y a pas possi- 
bilité expérimentale de l'en distinguer. 

Supposons que l'amplitude du cycle augmente : les courbes ne 
seront plus même approximativement rectilignes. On pourra 
s'arranger de manière à enregistrer par un procédé quelconque 
la courbe elle-même, et à comparer sa forme avec celle qu'in- 
diquent les théories ordinairement admises. En définitive nous 
voulons traiter le cas des cycles d'amplitude assez étendue, quand 
la loi de variation desazimutsenfonctiondutemps est sinusoïdale. 
Ce cas a une extrême importance pratique; il se trouve toujours 
approximativement réalisé, quand un corps, suspendu à un fil 
métallique, oscille autour de lui comme axe sous l'influence de 
son élasticité de torsion (n* 52). D'habitude on admet que la cour- 
be torsion-couple est alors une ellipse; les hypothèses et l'équa- 
tion différentielle du n© 51 en particulier fournissent ce résultat. 
Si la règle du n** 83 est approchée, même grossièrement, il ne 
peut en être ainsi ; d'où l'intérêt du problème. 

Une première solution consiste précisément à faire osciller un 
disque et à déterminer complètement la loi a = f (t) du dépla- 
cement angulaire en fonction du temps. L'expérience n'est pas 
impossible à réaliser; on prend comme oscillateur un disque de 
verre divisé en degrés, et on photographie une petite portion de 
son pourtour automatiquement toutes les secondes par exemple. 
On peut déterminer très exactement la loi a = f (t), pourvu 
que l'oscillation ait une période assez longue, de Tordre de la 
minute, pour fixer les idées. Un feston de la courbe est alors 
donné par une soixantaine de points. 

Mais pour calculer le couple en fonction de l'angle a à partir 
de cette courbe expérimentale Cque l'expérience montre différer 
peu d'une sinusoïde), on doit obtenir, soit graphiquement soit 
par le calcul, une dérivée seconde. Il n'y a pas de courbe, si bien 
tracée qu'elle soit, qui résiste à un pareil traitement. Les couples 
sont fort mal déterminés. 
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On préfère employer une méthode plus directe, analogue à 
celle du n** 50. Elle en diffère seulement par la grandeur du 
parcours à imposer, et par le très faible moment d'inertie que 
doit avoir le dynamomètre pour obéir instantanément aux cou- 
ples résultant de la torsion. On enregistre alors les indications 
du dynamomètre par la méthode de Poggendorff sur une plaque 
animée d\m mouvement sinusoïdal de même période, et par 
conséquent dont les déplacements linéaires sont proportionnels 
aux torsions. On obtient ainsi directement la courbe cherchée. 

On peut encore éclairer automatiquement toutes les secondes 
et obtenir, sur une plaque immobile et qu'on déplace brusque- 
ment toutes les demi-périodes, une série de points qui permet- 
tent aisément de construire la courbe torsions-couples, à partir 
de la courbe temps-couples. 

On obtient pour le cuivre par exemple la courbe (fig, 51) 
conformée nos 
pré visi on s . 
Elle ne ressem- 
ble plus que 

très vague- 
ment à une el- 
lipse; elle est 
formée de deux 
courbes, ayant 
leurs origines 
un peu après le 

changement 
du sens de la 
torsion, et s'in- 
fléchissant d'a- 
bord peu, puis de plus en plus à mesure que l'on s'éloigne de 
cette origine. Il n'y a plus de discontinuité au bout des cycles 
puisque la loi de torsion est continue en fonction du temps. 
Cette expérience prouve à quel point les hypothèses du n° 51 
sont insuffisantes: assurément le frottement intérieur n'est pas 
assimilable à un frottement liquide, il n'est pas proportionnel à 
la vitesse. 

Toutefois, si différente que soit la courbe d'une ellipse, la loi 
de l'oscillation d'un disque abandonné à lui-même n'en reste pas 
moins très sensiblement sinusoïdale. Nous avons déjà dit la même 
chose un peu plus haut en d'autres termes ; les moindres varia- 

9 
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tions dans la forme de la fonction a = ao sin cot, se traduisent 
sur la dérivée seconde par des variations qui peuvent être énor- 
mes. Et réciproquement le changement assez notable dans la loi 
du couple peut n'apporter que des modifications expérimentale- 
ment négligeables dans la loi de la torsion. 

Je n'insiste pas sur les problèmes intéressants qui se posent 
alors; influence de Tamplitude, de la période, de Tétat du fil,... 
sur la forme et la courbe 

87. — Courbe d'amortissement.— Une manière générale d'é- 
tudier les forces est de déterminer le travail qu elles produisent. 
Dans certains cas où la mesure de l'intensité des forces à chaque 
instant est très compliquée, la mesure totale du travail entre 
deux temps donnés est relativement aisée. Ainsi dans le cas des 
oscillations, le travail par période, c'est-à-dire l'aire comprise 
dans la courbe, est directement accessible à une expérience infi- 
niment moins difficile que celle décrite au numéro précédent. 
Elle consiste à déterminer la loi suivant laquelle les oscillations 
s'amortissent pour un oscillateur lancé et ensuite abandonné 
librement à lui-même. 

On observe la grandeur des oscillations sur un disque trans- 
parent divisé en degrés : on lit les azimuts dans lesquels le dis- 
que s'arrête aux deux bouts de l'oscillation ; la différence des 
lectures est ce que nous appellerons Vétendue du parcours. 
Soient Ai, Aa,... les étendues successives. 

/V4 ~^ P^9 

Nous appelons décrément le nombre B = — ^ qui per- 

met de définir la décroissance des étendues. Nous pouvons étu- 

Ai -f- Aa 

dier la courbe 8 = 1 (A) où A est l'étendue moyenne . 

L'expérience ne nous fournit, à la vérité, que quelques points 
de cette courbe qui n'existe que par un artifice de raisonnement. 
Mais quand nous remplaçons un phénomène essentiellement 
discontinu par un phénomène continu, cela revient à dire que si 
l'étendue initiale du premier parcours avait été un peu diffé- 
rente, nous aurions trouvé une autre série de points qui se se- 
raient placés sur la même courbe. 

J'ai dit au n© ^^ que, pour de très petites oscillations, l'ampli- 
tude diminue en progression géométrique; donc le décrément S 
est constant, puisque d'après sa définition pour obtenir Aa, il 
faut diviser Ai pnr I H- 0. La courbe des décréments est donc 
pour les petites amplitudes une droite horizontale AB {^fig. «,2). 
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Mais quand Tamplitude n'est pas très petite, la courbe se relève ; 
elle a généralement la forme ABCD et aboutit en A normale- 
ment à Taxe des décréments. 

Il est difficile d'obtenir des valeurs absolues des décréments 
relatifs à Tamortisse- 
liient uniquement dû 
aux frottements in- 
térieurs, parce que 
Tair intervient d'une 
manière complexe 
pour augmenter l'a- 
mortissement total. 
Mais les valeurs ab- 
solues de intéres- 
sent bien moins que 
leurs variations en 
fonction des défor- 
mations que Ton im- 
pose au fil. Or, quelles que soient les hypothèses qu'on admette 
pour la résistance de Tair, toujours est il qu'elle reste cons- 
tante, d'une expérience à l'autre, pour une même période et 
pour une même étendue de l'oscillation : elle ne changera donc 
pas la forme de la courbe = f (A). 

Nous voici donc en possession d'un nouveau réactif très sen- 
sible avec lequel nous mettrons en évidence de très légères mo- 
difications dans la structure du fil. 

Je n'insiste que sur une seule question, la <( fatigue d'élasti- 
cité », parce qu'on en fait grand bruit sans se douter le plus 
souvent de la définition du phénomène. 

88. — Fati£:ue d'Elasticité et de Cohésion. Modification de 
la courbe = f (A) par les déformations permanentes. — On 
détermine la courbe des décréments en imposant successivement 
à un même fil des torsions initiales d'amplitudes différentes. Par 
exemple le disque étant d'abord en repos, dans une première 
expérience, on tord l'extrémité supérieure du fil d'un angle ©1 
que nous appellerons le lancement ; on laisse revenir au repos, 
tout en déterminant les étendues successives des parcours, ce qui 
permet de calculer la courbe des décréments. Au bout d*un cer- 
tain temps de repos, on recommence avec un nouvel angle de 
lancement *&2, et ainsi de suite. 

Opérons d'abord sur un fil fortement étiré à la filière. Faisons 
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une série de déterminations avec deux lancements ©i et ©§, les 
expériences impaires avec le lancement Çi, les paires avec le 
lancement ^2. Nous obtenons deux faisceaux de courbes S| et 82, 
qui tendent chacun vers une courbe limite : il y a comme une 
sorte d'accommodation. Il semble que dans les parties qui cor- 
respondent aux mêmes amplitudes, les deux courbes limites 
doivent se confondre. Tout au contraire l'expérience montre que 
le décrément dépend des parcours antérieurs, de sorte que la 
courbe qui correspond au plus grand parcours initial, est pour 
les mêmes amplitudes A au-dessus de celle qui correspond au plus 
petit parcours initial. 

Autre expérience. Imposons d'abord à un fil étiré le lance- 
ment ©i relativement petit, déterminons la courbe 1 des décré- 
ments. Puis imposons le lancement ©2 beaucoup plus grand. 
Recommençons ensuite plusieurs fois avec le lancement Çi, en 
espaçant les expériences; nous obtenons des courbes 2, 3, .. 
D'après ce que nous avons dit plus haut il n'est pas surprenant 
que 2 soit au-dessus de I ; mais le fait nouveau est que 3 est au- 
dessous de 2, 4 au-dessous de 3, etc. Il semble que peu à peu le 
fil oublie Teffet du parcours étendu ©2 : l'accroissement des dé- 
créments est en grande partie subpermanent. 

On a donné à ces phénomènes, qui sont intéressants, parce 
qu'ils prouvent une fois de plus les variations spontanées des 
propriétés des solides et l'influence de toutes les opérations an- 
térieurement imposées, le nom àt fatigue d'élasticité. Nous ne 
saurions trop prémunir le lecteur contre ces appellations dont 
un peu de réflexion montre le ridicule, au moins l'inutilité. En 
quoi une absorption plus grande d'énergie est-elle une fatigue? 
quel rapport entre le mot élasticité et les forces qui absorbent de 
l'énergie ? Ces dénominations, qui font image et représen- 
tent, si Von veut, le résultat d'une expérience, sont une gène 
quand la science se développe. Le mot hystérésis est fort heu- 
reusement un mot grec : son sens est par conséquent peu com- 
pris ; quel rapport existe- t-il entre le retard qu'il signifie par 
étymologie et la non superposition des courbes d'aller et de 
retour dans un cycle d'opérations ? Le danger de ces ter- 
mes est d'amener de très fausses analogies et surtout de faire 
croire que l'on comprend ce qu'on n'entend point. 

En particulier, si les expériences précédentes sur des fils forte- 
ment étirés à la filière semblent donner quelque apparence de 
raison au terme « fatigue d'élasticité», les expériences sur des fils 
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recuits fournissent des résultats opposés. Pour les grandes am- 
plitudes la courbe des décréments s'abaisse quand on augmente 
la grandeur du lancement. 

On peut étudier les décréments en fonction de la période d'os- 
cillation. Si le métal rentre dans le type à frottement solide, les 
décréments sont à peu près indépendants de la période et ne 
dépendent que de Tamplitude — les expériences étant faites, 
bien entendu, dans des conditions comparables. Si le métal ren- 
tre au contraire dans le type à frottement liquide, les décréments 
sont généralement si considérables que leur étude directe est 
impossible. On doit recourir à une méthode calquée sur la se- 
conde méthode du n© 52 et employer un fil parfaitement élasti- 
que auxiliaire. Les décréments dépendent alors considérable- 
ment de la période. 

Je ne peux insister sur ces phénomènes qu'il me suffit de 
signaler. La courbe des décréments fournit de précieuses indica- 
tions sur la nature du corps essayé et sur ses .modifications. Par 
exemple la courbe des décréments du fer présente deux points 
d'inflexion avant d'aboutir normalement à Taxe des décréments : 
elle est considérablement modifiée par le magnétisme. 

Pourtant, si intéressante que soit cette méthode, une élude 
un peu poussée des phénomènes doit reposer sur l'enregistre- 
ment complet de la courbe, ainsi qu*il est expliqué au n° 86, et 
non pas seulement sur la connaissance de l'inclinaison du dia- 
mètre des cordes verticales (donnée par la durée d'oscillation) et 
de Taire enfermée (donnée par le décrément). 
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équilibre du paralléliplpédeélémentalre. — Considé- 
'intérieur d"un solide indéfini quelconque, homogène 
un parallélipipède infiniment petit dont les arêtes, 
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:s aux axes de coordonnées, ont dx, dy, dz pour lon- 
Ce petit élément est en équilibre par hypothèse sous 
ce des actions exercées par le milieu environnant, et 
:es qui peuvent agir directement sur lui, comme la 
ir. Nous pouvons supprimer le milieu extérieur pourvu 
is appliquions aux faces des forces convenables. Nous 



CHAPITRE VII 135 

admettons qu'elles sont uniformément réparties sur les faces 
et, par conséquent, proportionnelles à Taire de celles-ci. 

Sur les faces perpendiculaires à Taxe des X, sont appliquées 
deux tensions Fxdydz, F'xdydz. Nous admettons que les compo- 
santes Xx, Yx, Zx de Fx sont des fonctions continues de x, y, z; 
les composantes de F'x ont dès lors pour expression : 

_ /Xx - ^ dx) dy dz. - (yx - -^ dx) dy dz, 

— (z, -i?L dx)dydz. 
^ Dx / 

On a des expressions analogues pour les composantes sur les 
autres faces. 

Ecrivons les conditions d'équilibre. Admettons qu'outre les 
forces précédentes s'exerce une force proportionnelle au volume 
et dont les composantes sont 

Xodxdydz, Yodxdydz, Zodxdydz 

La somme des forces parallèles aux trois axes est nulle. 

-|-Xo = 
H-Yoïi^O (I) 

-h Zo = 

îx Jy Dz 

La somme des couples autour d'un axe quelconque est nulle. 
Cette condition fournit les équations : 

Xy = Yx, Y, == Zy, Zx = X^. (2) 

On pose d'habitude : Xx = Ni, Yy = Ni, Z, = N3; 
ce sont les composantes normales aux faces ; 

Xy = Yx = Tzy Yi zi Zy zn T^, Zx ir Xi zi Tj. 

Les axes des couples dûs aux tensions tangentielles Ti,Tiet T3 
sont respectivement parallèlles aux axes de coordonnées Ox, 
Oy, Oz. 

En définitive, les tensions sont complètement connues quand 
on se donne 6 fonctions de x y z. La proposition précédente est 
la généralisation du théorème d'hydrostatique par lequel on 
prouve, en se basant sur l'hypothèse de la fluidité : que les 
couples sont nuls et qu'il n'y a à considérer qu'une pression 
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normale p. L'équation unique d'équilibre devient --p-f- Z^ — o. 

90. — Equilibre du tétraèdre élémentaire. — Considérons un 
tétraèdre dont trois faces sont parallèles aux plans de coordon- 
nées. Isolons-le du reste du milieu. Soient X, Y, Z, les compo- 
santes de la tension appliquée sur la face triangulaire ABC dont s 
est Taire; soit m, n, p, les cosinus des angles que fait la normale 
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à cette face avec les axes de coordonnées. Les aires des autres 
faces sont : OAB^rsp, OACzzsn, 0BC=:8ni. Ecrivons que la 
somme des forces parallèlement aux trois axes est nulle ; il vient : 

X zz mNi + 11X3 + pTg 

Y - mTa + nNa + pTi (3) 

Z = mXa -|- nTi -f- pNs 

* 

91. — Pressions qui s'exercent sur les divers plans qui 
passent en un point d'un milieu déformé an voisinasre de 
ce point . Pressions ou tensions principales. — Les équations (3) 
nous fournissent immédiatement la solution du problème : le 
petit plan considéré passe par le point invariable x y z, sa direc- 
tion est définie par les cosinus m n p, et les composantes de la 
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force sont X Y Z. On peut représenter géométriquement et de 
bien des manières les variations de ces composantes quand m, n, p 
prennent toutes les valeurs possibles compatibles avec la condi- 
tion in2-|-n*-+-p2= I. Suivant le procédé choisi, on définit 
Tun ou l'autre des divers ellipsoïdes d'élasticité. 

Nous n'insisterons pas sur ces représentations. Sans passer par 
leur intermédiaire, on démontre directement l'existence en 
chaque point de trois directions formant un trièdre trirectangle 
et telles que les tensions ou pressions ABC parallèles à ces 
directions, sont normales aux faces sur lesquelles elles s'exer- 
cent. On les appelle les tensions ou pressions principales. 

Soit A une de ces tensions; pour la déterminer, écrivons les 
conditions : 

XizmA, Y = nA, Z=:pA, qui expriment la perpendicula- 
rité à la face. Le système (3) devient : 

m (Ni — A) H- nTa + pTa = 

mTa -f- n (N2 — A) + pTi r-r (4) 

mTï -+- nTi -I- p (N3 — A) zi: 

Eliminons m n p entre (4) et l'équation m^ -f- n* -#- p2 zz 1. 

Nous trouvons une équation du troisième degré dont les racines 
sont toujours réelles, et qui fournit les inconnues A, B, C. Ces 
quantités une fois calculées, transportons Tune d'elles dans le 
système (4); nous déterminons les valeurs correspondantes de 
m, n, p fixant sa direction. Par des procédés bien connus, on 
prouve que ces directions forment un trièdre trirectangle. 

Prenons les trois directions comme axes de coordonnées : les 
équations (3) deviennent : 

X = mA, Y = nB, Z = pC. (3') 

Il est très remarquable que la distribution des pressions jf//(?«r 
d'un point se ramène à une forme aussi simple. Bien entendu 
quand on passe d'un point au point voisin, les directions prin- 
cipales changent ; dans des cas tout à fait particuliers seulement 
elles conservent une direction invariable. 

Ainsi quand on allonge un cylindre par des tensions appli- 
quées normalement sur les sections droites, les pressions 
latérales peuvent être considérées comme nulles, les tensions 
principales se réduisent à une traction parallèle aux génératrices. 
Prenons Taxe des z parallèle à la traction : la distribution des 
tensions dans tout le cylindre est donnée par l'équation Z = pC, 
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OU p est le cosinus de l'angle que fait avec les génératrices la nor- 
male au plan considéré. 

91. — Expression des composantes normale et tangentielie 
sur un plan quelconque autour d'un point P. — Supposons que 
nous ayons calculé en ce point P les tensions principales et leurs 
directions. Prenons les axes de coordonnées parallèles à ces 
directions. Les composantes X, Y, Z, pour un plan quelconque, 
sont données par les équations : X:= mA, V= nB, Z = pC. 

Décomposons la force X. Y,Z en deux composantes : l'une 

normale N, l'autre tangentielle Ç au plan dans lequel elle s'exerce. 

Nz= mX + nY + pZ = m*A -f- n^B + p'C. 

& -\- Ni = X* + \'- + Z'- : 

•^ — ni*nS (A — B)î -t- nV(B ~Cf + p'm^ (C — Af 

Tels sont les principaux théorèmes sur la distribution des 
forces dans un milieu déformé. Ils sont absolument généraux: 
ils n'impliquent aucune hypothèse d'homogénéité, ni de gran- 
deur pour les déformations. 

I)). — Equations à satisfaire en tous les points de la 
surface extérieure des corps. Equilibre d'une portion finie 
d'un corps déformé. — Dans tout ce qui précède, nous ne 
nous sommes préoccupés que de la distribution intérieure des 
forces. Il faut établir les équations à satisfaire en tous les points 
de la surface extérieure des corps. D'après la manière même 
dont nous avons raisonné, il suffira pour l'équilibre que les 
composantes X,, Y„ X, des pressions exercées sur la surface 
extérieure soient identiques aux quantités désignées par X, Y, Z 
dans les équations (3). En d'autres termes, quand il s'agit de la 
surface extérieure, nous remplaçons dans les équations (3) les 
forces qui résultent généralement de Paclion du milieu {ici 
elïectivement supprimé) sur la face inclinée du tétraèdre, par 
les forces exercées de l'exlérieur sur cette face, par un procédé 
quelconque. 

11 se présente ici de graves difficultés dont j'ai donné une 
idée au n' 48 : généralement, la distribution des foi ces X,, Ys.Zb 
est disconliiiue ; elle est toujours mal connue et ou doit la rem- 
placer par une distribution qui soit en gros équivalente. L'ex- 
périence montre que les déformations à quelque distance de la 
surface n'en sont pas sensiblement affectées. 

Une question se pose tout naturellement : la mécanique 
fournil des conditions d'équilibre entre toutes les forces appli- 
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quées à un même corps, Xo, Yo, Zo, sur chaque élément de 
volume, Xs, Y g, Zj sur chaque élément de surface extérieure; 
elle ne tient pas compte des actions intérieures dues aux déf or 
mations. Pour qu'il n'y ait pas incompatibilité, il faut donc que 
celles-ci s'éliminent d'elles-mêmes dans les équations appliquées 
à une portion finie du corps déformé. 

C'est effectivement ce qui a lieu. 

Soit dS un élément de la surface extérieure, dV un élément 
de volume. Ecrivons les 6 équations ordinaires de l'équilibre 
d'une portion finie di: corps. Nous avons : 

// XsdS -♦- /// XodV =0 et deux autres analogues ; 

// (zY, - yX.) dS -f. /// (zYo ~ yZo)dV =. 
et deux autres analogues. 

Or, multiplions la première des équations (1) par dV et inté- 
grons pour le volume considéré entier; faisons les intégrations 
possibles, il viendra : 

-vV \v >v 

équation identique à 
// (mXx 4- nXy 4- pX.) dS -f /// Xo dV = et à 

ffXdS H- /// XodV = G ; expression identique enfin à l'équa- 
tion ci-dessus, puisqu'il faut poser par hypothèse X n Xs. On 
montrerait de même que les cinq autres équations d'équilibre 
d'une portion finie peuvent se déduire des systèmes (1), (2) et 
(3): les forces intérieures disparaissent dans l'intégration. 

94. — Théories de l'élasticité parfaite. — Les théories de 
l'élasticité parfaite cherchent à relier les torces qui viennent 
d'être définies aux déformations du solide, sous certaines condi- 
tions de petitesse pour ces déformations. Elles se composent : 
i* d'une partie purement géométrique définissant les déforma- 
tions, qu'on peut traiter à part et qui n'est pas sujette à contes- 
tation, en tant que purement géométrique; 20 d'une partie de 
physique mathématique posant des équations où entrent les 
déformations et les forces, et naturellement basées sur des hypo- 
thèses plus ou moins contestables. La discussion peut porter 
d'une part sur la nature des déformations qu'il est nécessaire de 
considérer et le degré d'approximation auquel on se limitera 
dans leur définition; d'autre part sur le lien existant entre ces 
déformations et les tensions ou pressions élastiques. 
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Voici en quelques mots comment s'est longtemps présenté le 
problème : 

Le point de coordonnées x, y, z subit dans la déformation un 
petit déplacement; ses coordonnées deviennent x-|-u, y+v, 
z-j-w. On admet d'abord que u,v, w sont des fonctions conti- 
nues de X, y, z. Il est clair que si nous nous donnons ces trois 
fonctions, la déformation d'un élément pris dans le milieu est 
entièrement connue. Toute la difficulté, et elle est absolument 
inextricable, sera de relier cette déformation générale aux ten- 
sions élastiques 

On a donc eu recours à des hypothèses simplificatives; elles 
ont consisté en des restrictions sur la généralité de la déforma- 
tion. Considérons deux points voisins dont les coordonnées 
sont X, y, z pour le premier, x-f- Ax, y-f-Ay, z + Az pour le 

second; soient — » — ' •• •• les 9 dérivées partielles des fonc- 

Ox oy 

tions u, V, w par rapport à x, y, z. On a admis qu'au voisinage 

du point X, y, z, on pourrait poser : 

Au = Ax A Ay H Az 

jx ;)y az 

et deux autres équations analogues. 

Il résulte immédiatement de cette expression où les Au, Av. Aw 
sont des fonctions linéaires des Ax, Ay, Az, une série de propo- 
sitions. Par exemple, une petite sphère se transforme en un 
ellipsoïde. 

Les deux déformations fondamentales, l'allongement relatif 
d'une petite droite et le changement de Tangle que font deux 
petites droites, peuvent s'exprimer au moyen de six fonctions 
des dérivées partielles du premier ordre de u, v, w par rapport 
à X, y, z. 

Pour les applications ultérieures on est amené, surtout si Ton 
veut traiter des problèmes à trois dimensions, à négliger les 
termes où se trouvent les produits de deux dérivées partielles. 
Les six fonctions se simplifient et prennent la forme : 

DU 3v 3w 3u ^v îv Dw aw DU 

1 TU"» "TZ r 'T~ » "TU r 



Dx ' Dy ' Dz ' Dy <)x * i)z ay ' ax "^ dz * 

La première partie de la tâche se trouve donc accomplie ; pas- 
sons à la seconde : il s'agit d'établir entre les N et les T d'une part, 
et les six fonctions précédentes de l'autre certaines relations 
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Admettons que les N et les T en soient des fonctions linéaires : 
nous obtenons un système contenant 6 X 6 :^ 36 coefficients. 

Supposons maintenant certaines conditions de symétrie : dans 
le cas des corps isotropes, nous parviendrons à réduire à deux le 
nombre des coefficients. 

Soit 6 iz ' + -1 ; X est un paramètre constant, a est 

le module que nous avons déjà défini ; il vient : 

' Dx *^ \ Dz Dy / 

^ ^ Dy ^ \^x Dz / 

Dz V îy îx / 

C'est en ces équations que consiste ce qu'on appelle la théorie 
classique de ^élasticité parfaite pour les corps isotropes. Elle 
repose donc : i** sur les hypothèses simplifîcatives que nous 
avons dites plus haut, (emploi exclusif des dérivées premières, 
équations linéaires;; a» sur Thypothèse de la superposition des 
déformations, que j'ai expliquée et discutée au n* 46. Tout ce 
qu'on peut dire en sa faveur, c'est qu'elle semble d'accord avec les 
faits dans le cas des déformations les plus simples, pourvu 
qu'elles soient suffisamment petites. 

Exemples : Verge tirée dans le sens delà longueur. 

Prenons pour axe des z la direction des génératrices. Nous 
avons admis, n* 44, que la déformation peut s'exprimer par les 
équations : 

w = az, u = — d.ax v .■= — <j.ay. 
D'où : Ni z= N2 = =:a [X (I — Id) — 2a(jJ, 

Ti=:T8=T3 = 0, 

N3 = a[X(l — 2(i) -f- 2|x]. 

Ces équations représentent bien les conditions expérimentales 
pourvu que Ton pose : 

X 3X -+- 2{x 

fS = — ^— H =:= a. ■ — 

2|XH-|x)' *" ' X 



Conditions équivalentes à l'équation du n«> 46 : E=2|x(l-h(j) 
Cylindre circulaire tordu. — Prenons encore pour axe des 
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z la direction des génératrices. Les déformations sont exprimées 
par les équations : u = — ayz, v=:axz, w=o. 
11 vient 
Ni Z3 Na = N3 = o; T3 — o, Ti zr ax, Ta = — «y. 

Le phénomène étant évidemment de révolution autour de l'axe 
des X, prenons un point dans le plan des zox; il reste deux 
couples Ti :=ar se faisant équilibre. On vérifiera aisément que 
le couple dont les forces sont parallèles au plan xoy est précisé- 
ment celui dont nous avons admis l'existence dans la théorie de 
la torsion du n* 30; il est en définitive équilibré sur les sections 
droites extrêmes libres par le couple extérieur. 

RHMARauE. — Donner a priori une valeur particulière au coef- 
ficient ff de Poisson revient à donner ii priori une valeur parti- 
culière au rapport X : }l. Quand ce rapport varie deoà », d varie 
de o à 0,05. Ce sont les limites admises au n" 44. 

9^. — Résistance des matériaux. Déformations élastiques. 
— Avant même qu'on ait posé le problème des déformations 
élastiques sous la forme générale précédente dont on ne connaît 
jusqu'à présent qu'une solution particulière, on avait cherché la 
loi des déformations élastiques de corps ayant des formes géo- 
métriques simples, en s'appuyant sur des hypothèses spéciales 
que l'expérience semblait légitimer. On a étudié ainsi une série 
de questions dont l'ensemble forme ce qu'on appelle la théorie 
de la résistance des matériaux, nous verrons un peu plus loin 
pourquoi. La théorie de la flexion telle que nous l'avons exposée, 
est l'une de ces questions. 

Il ne faut pas voir d'opposition essentielle entre les théories 
de l'élasticité parfaite et les théories de la résistance des maté- 
riaux. Les secondes sont peut-être destinées à rentrer un jour 
comme cas particuliers dans les premières convenablement 
généralisées. Mais les besoins de la pratique ont fait devancer 
l'établissement d'une théorie générale; on se contente encore 
de solutions approchées, sans lien bien évident entre elles, 
comme pis aller et faute de mieux. L'avantage évident de cette 
manière de procéder est que, partant d'hypothèses beaucoup 
plus rapprochées des solutions cherchées, celles-ci apparaissent 
presque intuitivement. Si on voulait, au contraire, dans 
chaque problème et pour chaque forme particulière des corps, 
s'appuyer sur les hypothèses les plus générales, c'est à-dire 
revenir à la déformation de l'élément et aux hypothèses qui 
relient cette déformation aux efîbrts, ce ne serait qu'après un 
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travail formidable qu'on parviendrait à se rendre compte de 
Tallure des phénomènes. 

Mais si la théorie de la résistance des matériaux présente une 
grande utilité pratique, elle est dangereuse parce qu'on ne sait 
jamais exactement ce qu'on fait et le droit qu'on a de le faire. 

96. — Conditions de déformation permanente et de rup- 
ture. — Les renseignements que doit fournir une théorie exacte 
de l'élasticité parfaite, sont indispensables pour le calcul des 
conditions de résistance des matériaux. On applique à un corps 
de forme donnée des forces extérieures données : le problème 
qu'une théorie exacte permettrait de résoudre est le suivant : 
quelles sont les déformations de tous les éléments du corps et 
les tensions principales (en grandeur et direction) pour tous ses 
points? 

Supposons ce premier problème résolu. Il s'en pose immédia- 
tement un second : à quelles conditions les forces ou les défor- 
mations que nous savons calculer par hypothèse, entraînent- 
elles une déformation permanente ou la rupture? Il est bien 
clair que nous pouvons proposer des solutions, alors même que 
le premier problème serait loin d'être résolu. 

Quelques savants ont admis que, pour savoir si des efforts 
peuvent être supportés sans déformation, il suffisait de calculer 
en tous points les tensions principales : si la plus grande reste 
inférieure à une certaine limite, il n'y aura pas déformation 
permanente. (Lamé et Clapeyron). 

D'autres ont admis qu'il fallait calculer les plus grandes exten- 
sions ; suivant eux, il n'y a pas d'efforts dangereux mais des 
extensions dangereuses (St-Venant). 

Enfin on peut soutenir que les déformations se font non par 
cession normale ou arrachement, mais bien par glissement, et 
que le renseignement le plus important est la connaissance des 
composantes normale et tangentielle qui s'exercent sur tous les 
plans en tous les points (Coulomb). 

La seconde opinion est ordinairement développée dans les 
cours de résistance des matériaux : elle donne lieu à des calculs 
généralement faciles ; elle n'a cependant pas la moindre chance 
d'être exacte, pas plus que la première. Les arguments théori- 
ques contre elle sont nombreux et sans réplique ; personne 
n'oserait, aujourd'hui, s'en déclarer le champion. 

La troisième, convenablement développée serait, sans aucun 
doute, d'un haut intérêt scientifique : elle correspond exacte- 
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ment aux schémas des déformations permanentes avec frotte- 
ments solide ou liquide développés dans le chapitre premier. 
Elle se prête à de faciles généralisations. 

Mais il ne faut pas que les ingénieurs se fassent illusion : si 
insuffisantes que soient toutes ces théories, le problème indus- 
triel se pose de telle sorte qu'elles sont, suivant le point de vue, 
parfaitement inutiles ou d'une précision exagérée. Tant qu'on 
admettra des coefficients de sécurité de l'ordre de 5, pour ne 
prendre que les cas les plus usuels, c'est-à-dire tant qu'on prendra 
cinq fois plus de matière qu'il n'en faudrait théoriquement pour 
résister d'après les eflforts ou les extensions calculés, il est évi- 
demment indifférent que le calcul porte sur les efforts ou les 
extensions, ou sur quoi que ce soit qui dépende des efforts ou 
des extensions. 

Une bonne théorie des déformations élastiques est pratique- 
ment utile pour savoir en quels points les efforts ou les exten- 
sions sont les plus grands, afin de mieux répartir la matière; 
mais on peut soutenir, sans paradoxe, que les résultats intéres- 
sent plutôt qualitativement que quantitativement. Avec raison, 
on ne se fie plus guère aux théories; on essaie directement les 
pièces dans les conditions mêmes de leur emploi et on en 
modifie empiriquement la forme. 

Une telle méthode s'impose d'autant plus, qu'avec les pièces 
cémentées une fois finies, dont on se sert tous les jours davan- 
tage, il devient impossible de compter sur l'homogénéité, 
même lointainement approchée, de la matière. 

La conviction de la quasi inutilité pratique des théories des 
déformations permanentes, ne détourne pas le physicien de les 
améliorer; car il se propose par définition des buts désintéressés. 
Elle devrait bien engager les ingénieurs à ne plus bâtir hâtivement 
sur des hypothèses quelconques des édifices sans solidité, ni beau- 
té, qui n'auront même pas l'excuse de servir à quelque chose. 

97. — Autres théories des déformations. Conclusions. — Le 
bilan des théories des déformations est en somme peu satisfai- 
sant. Nous possédons une théorie des déformations parfaitement 
élastiques, basée sur des hypothèses très particulières. Elle n'est 
admissible, à la rigueur, que pour- de petites déformations et 
suppose le principe de l'indépendance des effets des forces à 
l'existence d'autres forces. On ne peut même pas dire qu'il en 
existe un exposé d'ensemble, ni qu'elle forme un corps de doc- 
trine parfaitement cohérent. 
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Nous possédons divers essais de théories des déformations 
permanentes, contradictoires entre elles et dont la plus probable, 
celle de Coulomb, est dans un état lamentable d'imperfection. 
Je signale en passant les travaux de Tresca qu'on a coutume 
de trouver admirables et dont les résultats sont insignifiants. Ils 
disent ce qu'on savait depuis qu'on fait des tuyaux de plomb et 
qu'on étire des fils, à savoir : que sous Tinfluence de forces 
extérieures énormes les pressions finissent par se transmettre 
indépendamment de la forme et de la nature du corps, et de 
plus en plus exactement comme dans un liquide ; tous les 
métaux se comportent alors plus ou moins comme les métaux 
visqueux. C'est en ce peu que consistent de longs mémoires 
qui sont censés, d'après leur auteur, révolutionner la ques- 
tion.' 

Enfin il existe des théories partielles de la réactivité (Boltz- 
mann) et des métaux visqueux (Brillouin), très intéressantes, 
mais qui ne sont rien moins que définitives. 

La vraie raison du peu d'avancement de cette partie de la 
science réside en ceci : les physiciens et les ingénieurs se font 
une idée très fausse de l'étendue et de la position du problème 
des déformations. Il est généralement envisagé dans les traités 
classiques comme il y a cinquante ans; après une période parti- 
culièrement brillante pendant laquelle il semblait que nulle 
autre partie de la physique n'était aussi digne d'attirer l'attention , 
ce sujet de recherches a été complètement délaissé. Nous espé- 
rons que ce petit traité, en posant à nouveau le problème des 
déformations sous une forme très générale (alors même qu'il se 
limite aux déformations isothermes) aidera les physiciens à se 
rendre compte qu'une ample moisson de découvertes peut 
encore récompenser les eff'orts, et les ingénieurs à comprendre 
qu'ils ont mieux à faire qu'à chercher des solutions hâtives de 
questions aussi complexes. 

H. BOUASSE. 
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